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����������� � ���������� �� ��!�� �����" ��#��� ������  ������ � $!�%���&�'������ ��!�"
� %�������&� ���������&�( �� ��!��� �����) ���*����) �����+( �%!+,�� � ��- '������.������
� ��&���"������ /�� �#���  ���,� ��!����� �������" �!� �����" ,���� ��#���� 0 #�!�� %��%����
��" 1��&� ���  �%!+,����� � ��&( ,��#� �%� ��) �� �!������� � ����!�'��'��&����,��%�'� ������
�� % �������+ $!�%���&�'���� &�( ���������� % ���������&( %������ &�2�� ���������������)(
%�% ��������� '������.�����'� ��!�� /��  ���,� ����������� �� ����%������) �!���+��� ��� ��
��,� 0��������( ���#����&� ����������) �#��" �����# ���,-�� &���� � �!������� &��� �!� ,����.(
%������ �'��+� ��������!�'�+��+ ��!) � ������ '������.��� 0��������( ���#����&� �������)(
%�%�� $!�&���� ����!�'��'��&����,��%�'� �������� ������������ �&����  � '������.������ ��!��
3( � ����)��( ���#����&� ��%� ��) ��( %�% '������.������ ��!� ������ � ������-���� ���������
4)+���� � 5�����'��� � ��'!��������" � �'� ����& ��������& 1��&�"�

4�&-% �� 1��&�!)��� ��*���� ���!����"  ���,� &�2�� �#����2��) � ���������� �������
����� ������-���� ��������" 4)+���� � %�������� ���������� 5�����'���� 0 $�� ���������
������ ������,��" �����.��!( %�����" � &�2�� ��������� � '������.�����& �����.��!�&( %�% ��
$�� �2� �#����!��) ���&���� � �����" ,���� �����" ��#���� 6���%� ��&� ����!���� ������,��'�
�����.��!� �� '����������( ,�� �'� 1��%.����!)��� 1��&� ������������� ��&�( %�% �� ���%��%�
����������� �&���� '������.������ ��!�� 7�����������( ,�� &�2�� %������������)( $�� ��( ,��
�������� � ��������� 4)+���� � 5�����'��� ��!� ��!2�� ��������)�� ���������&�( �������
&� � ���������&� %!����,��%�" ������ '������.�����'� ��!� 4)+����� 8�%�" ����� �!����� � 
��'�( ,�� %�% � � �)+������%�" ������( '������.������ ��!� ����������� ����& �%�!����& ���
���.��!�&( � ��!�,�� �� ������ %�&������ &����,��%�'� ��� ��� 6#��" ������ ��������!)�����
/"�*��"���

9�&���&( ,�� � �����" ,���� ��#��� ���!%� �� 1��&�!� � �����" ,���� ��#��� #���� �#��
 ��,��)�� � ��&��)+ ��&�%�" .�1�� I ���,�!� ��&��� 1��&�!�( �����&��( ���!%� �� 1��&�!�
� �����" ,���� � ��&���& :���; #���� �#� ��,��)�� %�% :<����;�

#� �� !$%��!� &����'(! �$)!* $(���!*

�!� ����!) ������ �� ���%��%� ������*���"( %������ #�!� ��������!��� � �����" ,����
�����" ��#���( ���#����&� ��*��) ��%������ �����,��%�� �������( ��� ����� � ��,��!����&�
�� !�,��� ����%�������% ,����. %�% ����!�'�,��%�� �,��%� 0 �����+ �,����) ���#����&� ���
,��!��) ��!�( ��"����+��� �� ,����.�( �  ��,���� &��� ,����.�

�!� ��'�( ,��#� �������) �� $��� ������( ����&����& ���� ��2��� ��2������� ����) S(x, t)
� ��%������ 1��%.�� %�������� � ���&���( I(e) � 1��%.�� ��!)%� '��&����,��%�� &��%���� e =

�������� �	
���
����������
�
������� ��������� ��� ������ !� "���#���#��� $���%�����& � '�(!� �) *� ��+!�, -�#(���#������.� %�����&
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�� ���� �����	
�	

{e1(x, t), e2(x, t), e3(x, t)}� ������	
�� �
��
������� ���	�
��� ���� P � ��������	��� ����������
�����

Pα = S(x, t)I(e)|J |∂x
α

∂ea
ea = S(x, t)I(e)|J |Kα.

����� Kα = ea∂xα/∂ea � ����� ��
��������� ���	���������  !���"#� $�����

divP =
∂

∂xα

(
S(x, t)I(e)|J |∂x

α

∂ea
ea

)
=

∂

∂xα

(
S(x, t)R3I(e)

|J |
R3

∂xα

∂ea
ea

)
.

%&�	'��� ���	�������  !���"# �  !�(�"# �
 ��
��) &��	� �����) �	�	��� ����&����

divP =
∂

∂xα

(
S(x, t)R3I(e)�α

)
= S(x, t)R3I(e)

∂

∂xα
�

α + �α ∂

∂xα

(
S(x, t)R3I(e)

)
=

= S(x, t)R3I(e)
∑
k

4πεkδ(x− xk) + I(e)|J | 1

I(e)R3
ea

∂xα

∂ea
∂

∂xα

[
SI(e)R3

]
.

*������
����� ����� ��������� 	�+���	����

ea
∂xα

∂ea
∂I

∂xα
= ea

∂I

∂ea
= R

∂I

∂R
.  ,�,#

* ��������� 	�+���	�� �
���������	��� &	� ���
����	' xα �'
�+��' &�
�
 ���
����	' �����	�

�&����- ��
��
�� ea� xα = xα(e)� ���
���
� � ������� �.
������ ���	������)  !���/#� * 
��

���	�	�� ����&����

divP = 4πS(x, t)R3I(e)
∑
k

εkδ(x− xk) + |J |I(e) 1

I(e)R2

∂

∂R

[
SI(e)R3

]
.  ,��#

*����� �.�
��&�����

f(x, t) =
1

I(e)R2

∂

∂R

[
SI(e)R3

]
.  ,�0#

1����  ,��# ��+�� ��
�����	� 	���

|J |I(e)f(x, t) = divP− 4πS(x, t)R3I(e)
∑
k

εkδ(x− xk).  ,�(#

2���3�� f(x, t) ���
��� � �
��
������) �
��&����� 4���3��) S(x, t) � ������� ��44�
��3��
������� �
�������  ,�0#� 5	� �
��&��	� &	� ��������� 	�+���	�� �'������	�� ��� �
��
������)
4���3�� f(x, t)�

6���&����� 	�+���	��  ,�(# �
�����	 � ���������� �.���� ��	��
������� ���	������� ���
�
����- 
��&���) �
��
�����'- 4���3�) f(x, t) �� ��.��� �.7��� V ∈ P 3�

f =

∫
V

|J |I(e)f(x, t)dV = −4π
∑
k

lim
x→xk

[S(x, t)R3(x, t)I(e)]εk +

∫
∂V

Pαdσα.  ,�8#

6�������� ��������� � �
���) &��	� 9	��� ���	������� �
���	�����	 ��.�) ��	��
�� �� �
���3�
∂V �.7��� V � 6�
��� +� ��������� ����
+�	 ����� �� ���� �
�	�&����� 	�&��� 4�������	����
���� ��	��3���� F � ��+���- ���	
� V �

������	
���� ���	�������  ,�0# ��� �
������� ��� 4���3�� S(x, t) �
� 
������) 4���3��
f(x, t) �� ��+��) �
��	�) ��� ���	�) 	�������&����) �&�)��� �
�-���� � ���������� �'
�+����
��� 4���3�� S(x, t)�

S(x, t) =
1

R3I(e)

C0 +

R∫
0

I(e)f(x, t)R2dR

 .

* 9	�� ���	������� 
��������	� 4���3�� f(x, t) �	 R �'&�����	�� �� �	�������	� ��� ��+��)
�
��	�) ��� ���	�) 	�������&����) �&�)�� �
� 
�����'- �� ��- ea(x, t)� *����� ��������� �.��

��&�����

Fk = −4π
∑
k

lim
x→xk

[S(x, t)R3(x, t)I(e)]εk = 4π lim
x→xk

Ck +

R∫
0

I(e)f(x, t)R2dR

 εk  ,��#
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����� �	
��
	� ��
����� Fk � ���	�����
�� �����
�
� �� ����� F
(e)
k �	 ��
����� � ���
����

	���
�� ��	���� ����� �����
�
	� ����� F
(s)
k � �����
��� � ���	�����
� lim

x→xk

R = 0 ��
��
��

�
���� �� ���	��!����"

F
(e)
k = −4πCk. #$��%

&�

�'����� �
� ��
����� � ���
���� 	���
� �
�����"

F
(s)
k = −4π

(
Ck + Ik

)
= F

(e)
k − 4πIk, #$�(%

'�� ��	�'�



Ik = lim
x→xk

Rs∫
0

I(e)f(x, t)R2dR,

����	�� �� �
)��� ����	�� �
� ���	�� 	���
�'������� ������� 
 Rs =
√
2|Fs −F0| * ��
�����

�
��

���� �������
	� �
 ������ ������������	�� �
 ��	���� 
�)�	 ���
��
� 	���
� �����
���
���
���� 	���� 
�)
	 �
 '�
��+
� �
���� ����	�� � ���	�� 	���
�'������� ������ 	� ����������

	�����
	�� �	� �� ��
����� ��
���� F
(s)
k ����
�

� �� ��� �����
���� �� �
���� 	���
�'�������

�����
�� �
 '�
��+� ��	���� �
����	�� ���� � 	� )� ���
���� 	����� ,	� ��
���� �����
��	
�����
�	� ��� ���	������ ��	�'�����
��� Ck� ���	� ���
��
� 	���
 � ������� j �
����	�� �

'�
��+� ���� ����	�� ������ �����
 ���	������� ��	���� �����
��� ����� m � n" m �= n� -�'�

����� ��
����� ������
� �� ���	������ Cm � Cn"

Cm + Ij,m = Cn + Ij,n, #$�.%

'��

Ij,m = lim
x→xj

Rj,m∫
0

I(e)f(x, t)R2dR, Ij,n = lim
x→xj

Rj,n∫
0

I(e)f(x, t)R2dR,

,	� ���	��!���� �

��	�����	�� �
 ���� #$%� /
 ������� ���
�
�
 	���
�'�����
� �����

V0 #����
��
 +��	��%� �����)
 
� ��� ����	�� 	���
�'������� ������ V1 � V2� 0����
 V 0 *
����
����� V0 � '�����
�����	� P 3� -���� P1 � P2 * ���	������ F � 
�)
 �� ���	�� ����� V1 �
V2� ���	��	�	������ 
 P3 * ���
��
� 	���
� 1������ ��
����� 2���+�� f(x, t) �� V0 ��)�� �
���
	�
� ����"



�� ���� �����	
�	

f = −C1ε1 − C2ε2 − (C3 + I3,3)ε3 +

∫
∂V

Pαdσα.

�� ����	 
��
���� ��� ��
�� C1 � C2 
����� �
����������� 
�����������

C1 + I3,1 = C2 + I3,2 = C3 + I3,3.

�
�
� ���� ����

I3,3 = lim
x→x3

Rs,3∫
R0,3

I(e)f(x, t)R2dR

!����
� "� "�
��# ��"��� ���
$�# ���#$� V3 = V 12� �����%�#
� 
�"�������& $ ���#$�& V1 � V2

� ���#$� V0� V0 = V1

⋃
V2

⋃
V 12� ���� ��� !����
� "� R ' ��
������# $���
����� � "��
����
���

&��$���� 
�� V 12 � "��
���( ��������� [R0,3, Rs,3]�  
� R0,3 ' �������� ��
������# $���
�����
��  ����)� ��"��� ���
$�# ���#$� V0� � Rs,3 ' �������� ��
������# $���
����� �� �
�!�# ���"�'
���(��
�� 
 
�
����# ���$�# P3� *�
�
� ��(�
�&�

C1 = C3 + I3,3 − I3,1, C2 = C3 + I3,3 − I3,2.

+�
������� C3 
����� ����
����
�� �
(�
� �� ��
"��
������ $������
$�( ����$ � ���#$� V 0�
$������ ������
� 
�"�������& V0 � P 3� +�

������ ,�� 
���������� � ��������� 
�� 
��
�� ��
��(�
�&�

f =

∫
V

|J |I(e)f(x, t)dV =

= C3(ε1 + ε2 + ε3) + ε1(I1 − I3) + ε2(I2 − I3) + ε3I3 +

∫
∂V

Pαdσα

-���������� ���.	 �&�
�� 
 ���/	 �
����������� �!%�� 
���� &��
� �
��
�����&� "� ��"��� �'
��
$�& ���#$�& ��������&� 0��$)�# � �( ��������&� � $������
$�( ���$�( 0��
�&�������� �
"����)����� 1�$�& �!����&� &� "������� �!%�# ��
���&��� ��
���� 
��
��( �������# �� ��"�'
�� ���
$�( ���#$�(�

�� ���������	� 
������
� �������

2�

&����& ��"��� 
 ���$� ������ 
���������� ���.	 ����
����� �
��
�����( 
�� � ���������
3������ �4���5	� �
"������ ���.	� 0��&����� &���� ��"�
����

d2Xα

dt2
= F

α
=

1

M

∫
V

Fα(x, t)I(e)|J |dV, ����	

 
� Fα(x, t) ' $�&"������ 
�&&� �
�( 
�� 
���&���
$�( "���# � "����# ��
�� ��������� �4���5	� �
M ' ���&��������# &��������� � ���%�# ���� &�

� ��
��)�� �!%�� "���)�"� ����
����� $�'
���� � !�
�� ��

&������ � 
��
��%�& ���
���� �
"������ ���
�
��� ���.	� "������& 
��
��%��

�����������

F
α
=

1

M

∫
V

Fα(x, t)|J̃ |dV = −4π

M

∑
k

lim
x→xk

[Sα(x, t)R3(x, t)]εk +
1

M

∫
∂V

Sα|J̃ |Kβdσβ , ����	

 
��

Sα = R−3
(
Cα

p +

R∫
0

FαR′2dR′
)
, ���5	

 
� Cα
p ' ��$������ 0��$)�� � ����( $���
����� � ���� ��� !����
� "� ��
������# $���
����� R�

��
����# �
�������� ������ 
����# "��
��# ��"��� ���
$�# ���#$� 
 ��&���& p� 6�$ ��� ��&�'
����
�� ,�� 
���������� 
"����
���� 
�� $��
�# "��
��# ��"��� ���
$�# ���#$� � ��
�����
���



���������	 ��
������ � 
��������� 
��� � ����� ��� ��

������	
� ���
�
���
 �
�
��
� ��������

F
α
= F

α

in + F
α

out = −
∑
k

lim
x→xk

(
Cα

p +

R∫
0

FαR′2dR′
)
εk + F

α

out,

	�
��

Fα
in = −

∑
k

lim
x→xk

(
Cα

p +

R∫
0

FαR′2dR′
)
εk =

∑
k

Fα
k

�
��� ��� Fα
k � �
����
���� �� ���
����
 �������� ��� ������ ��
���
 ��
���� � �
�����
�

F
α

out =

∫
∂V

Sα|J̃ |Kβdσβ

��
�

� ������������� ��� ��
���� ���
� �!
! �
����
��
� �� ������� ��
� ������
��� �����
"�
�
����! #������ �����$
��� ��� Fα

k �������� ������
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M = m0
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Mk +m0
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∂V

Lαdσα, 14!.3
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Mk = 4πm0 lim
x→xk

µk +
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0

I(e)R2dR

 εk, 14!�3
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Mk = 4πm0µkεk.



�� ���� �����	
�	

������	�
�	�
 �	������ � �����
 ��
�� ����� �� ��������	�� ����� 
�������
 ����

∫
∂V

Lαdσα =
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I(e)R2dR

 |J |Kαdσα.
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∂V

Lαdσα = 4πµ0ε+ ε

∫
R=R0

R∫
0

I(e)R2dR sin θdϕdθ.
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0

[
3

8

√
2 +

1

8
ln(
√
2− 1)

]
.�	����� ,�
�
 ������	�	 �
$�
 ������	
��! 
 ��������� 
���%

V =
4

3
πR3

0 +R3
0(1 + 4πα), &��2(

���

α =

[
3

8

√
2 +

1

8
ln(
√
2− 1)− 1

3

]
− 1

4π
. &��3(

4��

� ��	�	��
� 
 
��	$���� &��2( ������	
���� �
�
� 
���� ��
���	���
	 
 ����	�� ���� ��
�
���	���

 �	����

 ���
 �� ��
����� /�
�
� ��	�	��
� 
����
	�� 
���
����� 
������� 
����	

� ��
��
�
 ����	� � ������	
���
 
 ��	 	��
� 
��� � 0��!� 
������! ����
 α� 5���


�  �	�����
α �	
�
%

α =
1

137.9770423
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1
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= 0.0072973525698(24)
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M = R3
0m0

[
4

3
π + (1 + 4πα)

]
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�	 ���������� ���
������	� ��$�� 
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� ��&�( ������� ��	 ���������	
����� ���
� )

M = −
∑
k

Mk + 4πm0µ0 + V, !��+#

Mk = 4πm0 lim
x→xk

mk +

R∫
0

I(e)R2dR

 εk, !��,#
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 ��
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��� ����� �(��� � ������)
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'�� ��
� �" f(F) � 
���	�
�" ��
� �" �	 ��
����
	���
�'� ��	�
 ���� F � ��	�
�� 
���������
��
�����	�� ,����" �� -	�'� � ���	)��" ��� � #.�+�/&� ���
� ��	�
���	�� �	� ���	
���
��

W =
1

4π

∫
Vi

f(F)�α ∂F
∂xα

dV #$��&

"��"�	�" �
	�'
���� �����
�"� 0�!�	��	���
�� �� #.�+�+&�#.�+�/& � #.�+�1& �����*

f(F)�α ∂F
∂xα

=
f(F)
4πR

|J | = f(F)
4πRI(R)

J .

2���	���"" ������
�� ���	
���
�� � #$�%&� 
������*

W =

∫
Vi

f(F)
4πRI(R)

J dV. #$�$&

3�
� �" If = f(F)(4πRI(R))−1 ������	��
"�	 �
��
�
�� #.�%+��&� 2�-	��� W "��"�	�" �
	�'
��
��� �����
�"� 4
��� ���� �
	�'
���� �����
�" ���� #$��& ��	� ���
 
������� �
��	�!� ���	��	�
�	�����! f(F)/I(R) = 4πRK� '�� K � 
���	�
�" ���	�"

�"� ( -	�� ������ �����*

W = K

∫
Vi

J dV = KM. #$�5&

6	� ���	
���
�� ���	������ -�������
	
� �����	
�! ��
���� 6!
�	�!
� E = Mc2 �
� �)��
�
K = c2� '�� c � ���
��	� ���	�� ���
"��

��	� ��
����
	���
�'� ���" �
� -	�� ����� ���	�
��������! ���*

Eα =
4πR

I(R)

∂F
∂xα

=
4πR

I(R)

dF
dR

∂R

∂xα
=

4πR2

I(R)

∂R

∂xα
=

1

I(R)

∂

∂xα
Φf , #$�7&

'��

Φf =
4π

3
R3. #$�/&

2
� 	���� �)��
� �
	�'
��� �����
�" ��	�
 ��� Φf ��
����
	���
�'� ���" 
���
 ��8��� �
��
�	
�
�	�� ��
��
�� 
� ����
	���! ��
	�� �������

��� �
�	
� ��
� 
������ R�

4��	
���
�� #$�5& �
�����	���
� 	��� �	� �
�����	 � 
������� ���
��� 
�����	�	� 
��"	��
���	���! ��
������ ��
�" ����	��

� ��� �� ������'��� ���	
��

�� 
� �
��
��
	
��	� ������
�	
���	���
� �
���
�����
�! 9�
�
 �� 6	�	 ���	 	
����	 �	����
�'� �������
�"� ��	�
�� ����	
�	����
� 
� ��
� ��

�! 
���	)� :�
��� �����" ���
��	� ���	
���
�" #$�5& ��" ��

�! 	���

�� ���	��	 � 	��� �	� �
� ��	�
�������	 �
"��� ��"�� ����� -
�
'��! ��
����
	���
�'� ���"
� �����! ���	� )� � 	���� �
"��� ��"�� ����� ���	
��	�� ���� � ���	
��	�� -
�
'�� ��
�
����
	���
�'� ���"� ,����" �� 	�'�� �	� ���	
���
�� ����
� �)���
"	��" ��" ����! �
��	�!
	�����'������! "��!��� � �
� ��
�����

�! �������� �� � ��" ���� 	�����'������� "����� ���
�
����	� �
	�'
���� ����	� �����
�
 ����
�� ���	
���
�� ����� -
�
'��! � �����! � ��
��*

W =
1

4π
(�,�) = c2J . #$�1&
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� $�#��	� ���(	� �&��
�� ���� ������	
�%
 ������ ��

�����
� �	����
�	� 	�#��	��
 ��� ���# ������	
�� *�� ��	�����% ��� �
�����	��
����	)
�� U � ����	�	

 �+����� ���(�	 !��� 
����	 
 ����� ������	
�� ,��
�� 
 ���% ��
 ��� �
���� ������	
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� ����	�
�
 �	���

 
 ��
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%  ������ �&��
� � �����# ��
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� ���
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∆φg = 4πGρm, �3�/�

��� φg �  ��


��
 
� ����	)
�� ����
��)
�		��� ����% G �  ��


��
 �� ����
��)
�		�� ��
���	�
	�� $�#��	�% ρm � ����	�
�� �
�� ��

� �����

� 4��� ��
�����	
� ��		��� 
���	���	
� 
�
��
�
� ���% ��� 
� 
����� ��������	
� � �!
�	� J 
������ ��(��
���2

J = det

(
∂ea

∂xα

)
= div

(
εabce

a[∇eb ×∇ec]
)
. �3�0�

5��
� εabc � �	�


�����
�	�� 

���� 6��
�7��
���� *�� ��(��
��� ��(	� ��

����
����%  � 
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� ���
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�
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	�%
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���� ����	�
�
 ��
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�
 �	���
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� ��
 ����
����2

gα = εabce
a[∇eb ×∇ec], �3���

��(	� ��

����
����% 
 ���	�
��# �� ������	��� �	�(
����%  � 	����(�		�
�� ����
��)
�	�
	��� ����� .�	� � ��� !���� ���	��� 
���
�����	
� ��
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���	���	
� 
  ��
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� ����� ���
����	
� 	��!&��
�� ���
�� 	��
�
� ��

���� -�	 )

 I(e) =

√
1 +R2/R2

0 � ��������	

 ��

�

 ����	�
�
 �����

�

8���� 

��������	
� ��(��
��� �3�0� 
�"�
����� !���� -�	����	����	�� ���&��� *��� ���&��%
�� 
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� 	� 

��������	

 ��� (� 
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�����	
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	��
 
 
 ����"�# ��(��
��� �+�0�/9�� 5����
�% ���
���
�� 
 -������	�� ��(��
���� �+�0�/9� 	� ���
���	
��� ��� ���� ���  �(��� ���
��� 
�

��
��� �������
��
 �� ���� �& �����	���
� �": ��	� ����
�	�� ��(��
���2

∂ea

∂ea
= 3. �3���

����!����� ��� �  ����
	��� 	� -�	���� ���
���	
��� 
 ����"�# ���� (� -�	����	����	���
���!��(�	
� �+�0�0�% �������� 
����#"�� ����	�	
�2

∂

∂xα

(
|J |∂x

α

∂ea
ea

)
≡ ∂

∂xα
(|J |Kα) = 3|J |, �3�3�

��� Kα = ea∂xα/∂ea 
���� ��� (� �
�% ��� 
 ��	��� �+�0�;�� <�	�(
� ��� ��(��
��� 	� ��

���#
-�	 )
# �� % ���!� 
����� ����
��
� ����	�
�� ��

� � 
������
��

 
 ��������	
�� �+�/0�1��
4
������� ��������	
� ����	�
�
 ��

� ��	���

� �+�/0�1�% ��
&��
�  ����	�	
#2

∂

∂xα
(I(e)|J |Kα) = 3ζ(R)|J |I(e). �3�1�

5��
�

ζ(R) = 1 +
ea

3

∂ ln I(e)

∂ea
=

1

3

3 + 4R2/R2
0

1 +R2/R2
0

, �3�;�

� ��
 ������ 

����������
� ��(��
���2

|J |Kα ∂I(e)

∂xα
= |J |ea ∂I(e)

∂ea
= |J | R2

R2
0

√
1 +R2/R2

0

.



���������	 ��
������ � 
��������� 
��� � ����� ��� ��

������	 
���
 �� ������	��� ��������� ��������� 4πGm0/3� ��� G � ������ ����	 �����	���	
�	������	 !�"����� � m0 � ��������� ��������� ������ �������� � #��$����"� ���"���# $��
#��$����	 %#������ 
��&
� �� $ '���� �'��� $���(

divg = 4πGζ(R)ρm, 
��)


��� ρm = m0

√
1 +R2/R2

0|J | � ��������� ������ � ���� g � ������������(

gα =
4πm0G

3
|J |I(e)Kα =

4πm0G

3
|J |

√
1 +R2/R2

0Kα. 
��*


������ ���� ����	�������� ���$���+������� ���	� %�� ����,��  �� -�� ������.���	 $�����	�
"��	 ��	 ������� ��� �#���� �������� ����� 	 ���� � �'��� �������$����� � ���� �	������	
������ ������	���	 #���$�	�� /�����$���	0 ����� ��������� 	 ��� �� �� �����+��� 1���� -���
��� ���'������ #������� ��� -�� ���� ���	$�	�� ��'	 $ #���������� ��������  ����+� �����$�����
#����������� #��$����	�� !�"���� � #��$����	�� 2����������

�� �������	
�� 
��	������

�� ������

�� � ���
�� �������

���$����� 
��)
 �������$�	�� ��'�� #��$����� %#������� �� $ ���� �� �� ������ ������ !�"�

����$����� ���	 $ -�� #��$����� $����� -33����$��	 ���$���+�����	 �����	���	 G̃(

G̃ = ζ(R)G =
G

3

3 + 4R2/R2
0

1 +R2/R2
0

. 
��&


%����	���	 �	������	 G̃ ���� ����	 �� ������ ����� ����  �� ��$���� �� ��������� � $�������
��������# �� ��������� ��$���� 3#��+�	 R =

√
2|F0 −F(x, t)|� 4����� 3���� -��� ��$��������

����$��  �� -33����$��	 �����	���	 �	������	 ���	���	 �� ��� ���	 ������ ����� G $ �� ��
R = 0� ��� ������������	 -������#� F �� ��� ����� F0 � �� ���$�.��� ��� ���	 4G/3 �� �����+��

�������� ����� 	 ���� ��� R ������� ���� ����	 �� �#�	� 5��� -33��� ��$�������� G̃ �� R �����
������������$���� ��� ���� �� ������� ������ ���� � ������  �� ����'����$���" ���$�������	
�� �����	���	 G� � ������ ��������� �����(

ρ̃m = ρmζ(R). 
��6


7 -��� ��# �� #$��� ���� ��������� ����� '#��� �'���#��$����	 �� ���	� �������� ����� 	 ����
8���#�� ��� ����#���  �� $ ����� ������� $��� -�� ������.���� ����$����$� ��.� ��	 �������
�������� ����� 	 ����

5��� -33��� ����� ���$���� � ����  �� ��'�"�����	 $ �����3��� ����� -������������ �� ���
�����$���" -33���� 9�,���� �������:� 533��� �,���� ������� ���	$�	���	 $ ����  �� ������
�� ���	� �������� �������� ��'��������� �$�����	 �$��� $���#� +����������  ����� ��������
���$�.��� ��� ���	� ������� ���������$�"��	 ������� �	������	 !�"���� �� ����$� $� ������	
�	����"��� ����� ��$��#������ �$��� �� ����������� ����� ���'������� ��� #���$�� �����$���
��$��$���	 �$������ ������ 8 �� �� �����	 ������.���	 
��6
� �';	������ -33���� ������ �����
��� ����� �����	�� $ ����  �� �����	 ��������� �������$�	�� ��'�� �������� ���#" 	 ���#� �
$������ $ ���$���+������ -������������ #$��� ���� ����� �������	���	 $��� ����(

∆M =

∫
V

ρm

(
ζ(R)− 1

)
dV =

1

3

∫
V

ρm
R2/R2

0

1 +R2/R2
0

dV =
1

3

M −
∫
V

ρm
1 +R2/R2

0

dV

 > 0.

7 �$	�� � -��� 3#��+�"(

ρDM = ρm

(
ζ(R)− 1

)
=

ea

3

∂ ln I(e)

∂ea
, 
���


����� ���$��� ���������" ������ �������� <� -���� ������.���	 ����#���  �� �������������	
���$����#"��	 ����� �"'�� �������� ����� 	 ���� �� '#��� ���$�.��� ����+����#" '�����  ��
�� 1/3 �� �� �������	
 ���
������� �������	 ������� ������������� ����� � ��
������� �����
�������	� ����������� �������� � �� � ��
�� ���
  �� ������� � ���� ��� �
	 ��
����� !""���

��
#�� ��������$�	 ��
�� ����� �������� "���%���� ��� I(e) =
√
1 +R2/R2

0� ������	 ���������
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���
�� ���� ��� �	 ���$ �	�	����	�
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 � ��	��	 
�	�

 ������
�
��
� 4�
������5 ����

�%
	���� �	��� �	
	��� 
���	
������� � !�� ����
������
 ����
�	����

���
 �	���
� /�	 
!!����%
�	��� �������
� '1�2)
�	 t� � ������
�
� �	���
� ��� �&#�� �������
�6

div
∂g

∂t
= 4πG

∂ρm
∂t

= −4πGdiv(ρmV).

7 ��� 
��	���	���	�� �������
� ���������	�

 '8�+9�:)  �� ρm� ;
�& � ��� ��
 �������
�� 
���
&#�� ��� �&#
$ �
 6

∂g

∂t
= −4πGρmV+ rotZ, ':�+)

� � Z � ���	
	�	� ���	�	��
����	� �	��� <
	 �������
� �	"�	 !	������	 �����

� � �������
��
-�������� �  
!!����%
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�	$ 
� ��%

� /�
 �
	� g
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� ��%

 ����

�%
	��	�	 �	��� �	�� p = 4πGρmV � �	�� ��	
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U = U0 + hαx
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