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�
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� ���
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!�� ������ ������ �������������� 
�����"
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������� ������� F(x)� � 
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!�� ���� �� ���� �
�	���� ����� F(x) 
��
�	 ����	�
��
���� ��
���� ���
� �������� ����"
	�
��
���� ��
���� � ������� �
� �� ����� ������
���� ����� ������� F  # ����	�
�� ������

����	�
��
���
 ��
��� �������� �	
����� $%&'� �� � ������ �����
 �� ���
� ����	������� ��
"
�
���� ��
�� �
���� " ������
 ����	�
��
���
 ��
��� #�!��� ��	�
��� ��� ��� ��
	���� ��(
�
�
���� )���� $%*�%&'� 	���� ��	����� �
�����
���� ������
�������� ������� )����� ��!
� ����
��
�����	
�� ��+
���
��
� ������� � ������ ����	�
��
���� ��

�� 
�������� ������� ��	���"
�� �����
 ������
������� �� ���
�
	
��� �����	 �����������
�� ������� )���� ������
���
������
�������� �� ������� 	
!�� ���� �� ���� �
�	���� ����� 

,��������� �� �����
���� 
��
����
������� V 3 ������ ����� ������� ����	�
��
���� ��
���
V �����	��
���� ����
�� ��������� e = (e1, e2, e3)� ������� ������� � ������
� ������ F �
����(�� �����
���-

∂xβ

∂ea
∂F
∂xβ

= εea, a = 1, 2, 3, x ∈ V . .% /0

1������-
ea = ea(x, t)

��������� ������!
��
 x → e 
��
��	������� P 3 � V 3 ������ ����	�
��
���� ��
��� V  #
	�"
���� ε = ±1 � .% /0 ������� �� ��
�� �����
�
� 	� F ��������� .ε = −10 �	� �������� .ε = +10
������ ������� ��
��� � ����
 P0(x0, t) � ������������ x0� ��	��(
��� ������� ����	� ���������
ea� � 
 ������ � ������� ea(x0, t) = 0 2�� ������
�-

ε = sign det

(
∂2F

∂xα∂xβ

)∣∣∣∣
P0

. .% 30

4	
�����
� .% /0 ��	�
��� ������5
��
-

∂F
∂xβ

= ε
∂ea

∂xβ
ea = ε

∂|e|2
∂xβ

.

6����� �������� ��� � ���
������� ����� P0� ����

 � ������� ����	�
��
���� ��
��
 V � �������
F ��

� �	
���(�� ���-

F = ε|e(x)|2/2 + F0, .% *0


�
 F0 " ����
��
 ������� F � ����
 P0- F0 = F(x0)� 
�
 ��� �����
�
� 	���	���
� 7����
����-
�������� �	� ���������� � ����������� �� ����� ε� ��� � ����!�
� ������5
��
 .% 30 ����� Fs

" ����
��
 ������� F �� 
�����
 ������� ����	�
��
���� ��
���� � F0 " ����
��
 7��� �������
� 7����
���
� 	
!�(
� ������ 7��� ��
��� 8�
�� ��!��� ������
������� ������� F � �����
�"
�����(�� �
�������� ����
��� 7��� ������� F1 ∈ [Fs,F0]� ������!�
��� � ����
���� ��
��
�������-

R =
√
2|F1 −F0| .% &0

�� �
�������� ����
 ����
�� ��������� ea .�� ��� ./00 �����	��� ������5
��
 .% &0 ��!
�
���� ����������� ��	��� �� ��!��� ������� ����	�
��
���� ��
��
� �� � �
	�� ������!
��

e→ x� ��	����(

 �����������
 ����� e(x) �� ��
� ������� ����	�
��
���� ��
����� ��	�
���
���
�	������ 9�!��� 	��� ������!
��� �����
�����
� ����� � ��	��� ����� ������� �	� ������
����	�
��
���� ��
��
 :		�������� 

��
����
���
� ����	� ������!
��� x → e ��
�����	
��
�� ��� ./0 

9�� �������� � $%'� �����
���� ����	 ������ � ���
���
 ����� �
!�� ������
� F � ea(x, t)
����
�� �����
��� .% /0 �	� 
� 7�����	
��� .% *0 ������� � ���� ��� ��� ����� �����
 7����
��"
�� � �
�	���
 ����� ������� F ���������� 7�����	
������ ����
�
 ���
���� �
	����	
����
�������� �������� ������� �������
��� � ����(�� �����
��� )����
		� 

����� � ����� V " ������� ����	�
��
���� ��
��� ������� )���� F(x) ����� ea(x), a =
1, 2, 3 " ��� ����
�
�����
��
 ������� ��������� �� V � ����	
������(�
 �����
��� .% *0-

F = F0 +
ε

2
|e|2,


�
 |e|2 = (e1)2 + (e2)2 + (e3)2� F0 " ����
��
 ������� F(x) � 7����
���
 � ������������ x0-

∂F
∂xα

∣∣∣∣
x=x0

= 0, F0 = F(x0),



���������	 ��
������ � 
��������� 
��� ������ �� �

���� �� ��������	 
�
��
 ������� F � �������	 �����	 S1� P1 � P2 � ����������� ���
��� ������

������� �
�
�������� �����	 ������������� !� "���
# ������������� �������
 �����	 �����	�

������� � V 	x0 ∈ V
� � ε = −1 � ��
���� ���� �������
� � ������
�� � ε = +1 � ���� �����
��
����� ����� ����� ����
���� ����������

div (�) = εδ(x− x0). 	���


����

� = ε
|J |
|e|3K

α, Kα =
∂xα

∂ea
ea, 	���


�

J = det

(
∂ea

∂xα

)
. 	�� 


���������	
���� !
��" ea(x) � #���$���"��% ���&�� ��''����(��
��)* '
��(�&� $�����)*
�� V � 
���������%���% ������+���� 	��,
� - �������� ����& ���&�� '
��(�& ���������� �$%�"
���&�
 '
��(�& �����

e1 = R(x) cosΦ(x) sinΘ(x), e2 = R(x) sinΦ(x) sinΘ(x), e3 = R(x) cosΘ(x), 	���


��� Φ(x) � Θ(x) � #���$���"�)� ��''����(��
��)� '
��(�� �

R =
√
2|F − F0|.

.��������� '�����"��� ����������
∂

∂ea
ea

|e|3 = δ(e), 	���/


��� δ(x) = δ(e1)δ(e2)δ(e3) � δ � '
��(�% 0������ 1�� ��������� �)#���%���% ��% ��2�& �2�����
$������& '
��(�& e(x)� ���������& �
����� �* $�������� ����� �2����� $������& ����������
��
�2����� �#��������% e(x) � x ∈ V � ����������� ����� x0� !���*��% � 	���/
 � ����������� e

#��
�����
1

|J |
∂

∂xα

[
|J |∂x

α

∂ea
ea

|e|3
]
=

1

|J |δ(x− x0),

��� ��#��"$����) �$�����)� ���&���� δ � '
��(�� 0������ 3����� ����
�� ������+���� 	���
� ���
����$)���� �'���
���������� 
�����������

4�������� 	���
 ��% #��% � � ���#�������� �α ����� ������������" ��� 
�������� ��% #��%
���
�(�� �������������� ��������� $��%�� � ��������& �����& q = ε = ±1� ����% ������
�(�%
�������% ��% �����& #�����& ��#����������& %��&��� 5���������"��� �26����%% ����������)�
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 �
��������� 	 	��� 
�	��
��
��
�� �������� ������	� 
�	
������� 
  �
��������� !���"�� F �� P 3# $�� ��%���� �����
������ ���������� ��%��� �	� �
��	��� 
�������# &��
��	��� ��������� ��� 	����� 
�
��� ��
��
������
��� ����� ��� ������	� � 	��	������ ��� �������� ������ 
���	��
�	��� 
����	�� ������
!���"�� F #

�� ����� � 	
���
�� ��������������

$�� ����� ����� ��%��� ���  �� 
�������� ��

������ 	 ����
�	� 
��������� ��'���� 
��

��� ��
�������
��� ������# (�
�� S � ��������� ���
�	�����
�� F 
 �) ���������� ��	��� F0#
*	��� ����� ���
�	�����
��� � ��������� !���"�� �� ��� ����� ���������� 	 
�������� 	��
��+ S[F0]# & 
��� �������	����
�� �������
��� ����� !���"�� ,��
� 	
���� 
���
�	��� �����
���
�	�����
�� S1[F1] 
� ��������� !���"�� F � ��	��� F1� ��� ��
�������
��� ������ V01� �����
�������� ����	������� ���
�	�����
���� S[F0] � S[F1] -∂Vs0 = S[F0]

⋃S[F1].� �	����
� 
�
���#
$�� �
�����)���
�� ����� 
������� F0 < F1# /
��	�� 
�
���� ��������� ��� ��� 	
�� �������� F �
������� �� �����	��� (F0,F1)+ F0 < Fs < F1� ���
�	�����
�� S[Fs] �� �	����
� �
�����# 0����
�� ��
�������
��� ������ �
�������� ����������� � 
 
������ 
�����%���� -�#1.+

F(x) = F0 +
1

2
ε|e|2

� 
��� � -�#2.# 3������ ��
��� 	������� �� ��� ��� �����
�	� -�#��. 	�
������
� 	����� V 
��

����	������ 	����� ���
�	�����
�� F0# (��  ��� ��
����� δ�!���"�� 	 
��	�� ��
�� 
�
�� �����
������� 	 ���������� x 
�
��������� �� ���
�	�����
�� F0# (� ���� 	���� 	����� V01 	�
������
�����
�	�+

div�|
x �∈S0

= 0. -4#�.

5
�������� 
�
��	���� ���
�	�����
�� 
� ��������� F0� �� ������� 
� �
��������� |e|2 = 0� ���

���	��
�	��� ��������� ��
����� δ�!���"�� 	 -�#��.# & 
��� 	�
������� �
��	�� -4#�. �����
���
������	���� ��� 
���� ����� ������ ���
�	�����
�� 	����� V01 �������	#

&���
��� 
���� 
��� � ����� ��������� ���
�	�����
�� S[Fs] 
� ��������� F � ��	��� Fs ∈
[F0,F1]+

Q =
1

4π

∫
S

|J |
|e|3 e

a ∂x
α

∂ea
dσα.

&�

�������
� �����
�	���+

∂xα

∂ea
=

1

|J |εabcε
αβγ ∂eb

∂xβ

∂ec

∂xγ
.

3�
���

Q =
1

4π

∫
S

|J |
|e|3 e

a ∂x
α

∂ea
dσα =

1

4π

∫
S

1

|e|3 e
aεabcε

αβγ ∂eb

∂xβ

∂ec

∂xγ
dσα = s(V) 1

4π

∫
S2

1

|e|3 e
adσa = s(V).

(�
������ �������� 

��	� 	  ��� 
�����%���� �����
� 
� 
!��� �����
� Rs =
√
2|Fs −F0|� 	 ���

����� ����������
� ���
�	�����
�� S[Fs] 	 
���	��
�	�� 
 -�#1.# ,�������� s(V) � "�����
������
	�������� ��	��� 
��
��� ����������� x→ e ����
�� V 	 %�� �����
� Rs# *����
�� ������ �
���
������� 
��
��� ����������� 6�78� 
������ 	 
��	�� ��
�� 	������� �
�� �� ��� ����� ��� �����

	��������� 
��� ea# (�
������ �� ���
�	�����
�� 	������� |e|2 = 2|Fs − F0| = const 
�
��������
�� 	�������� ��� Q 
���	��
�	��� �����
� ���������� 	��������� 
��� e/|e| �� ���
�	������

�� S� ��� 	 
	�� �������� ��	��  �����	�� ���������
���� Vs� ������������ ���
�	�����
���
S[Fs]# & 
���  ���� ��
�� Q ��	�� 
���	���  �����	�� ���������
���� 
�	�����
�� S[Fs] 6�78� �

� 
�
������� �	����
� 	�������� ������ 	 ������� ������������ ���
�	�����
��� S� �#�# 	�����
������ V # & ���������� 	������� ������ Q ��	�� 
 �����
��� �� �����  �����	�� ���������
����
������ V +

Q = ±χ(V) = ±1

2
χ(S[Fs]). -4#4.
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�������	��
��� ��
������
����� �� ��� 
����� ���	�� 	����������
�� ����
� Vs0� ������������ ���
��	��� ������

�������	��� S[Fs] � S[F0]  ∂Vs0 = S0
⋃S!� ��	�
 ��
	������ ���� � ����� �"#�" ������������	
�

����$�" ���	�� Vs0 �����
�� � ����� %������������ �������� Q� ������������ ���	��&�����
 '�'!� 	��� (�������� ����
	����	�
� �#���	�� ������������ (	�� ������������	
"�

�� �	
��� 
�
�
�����
	�


)��	
 V � ������
��� ����	�� 	����������
�� ����
� *��
%�� +���� F(x)� � �����%�� S = ∂V �
����"$����� �� ����������"� ���#�� ������������	
" *��
%�� F �� ��������� F0� �� 
�	����
����	 � �#$�� ������ K �������� 	���
 � 
�������	��� xj , j = 1, . . . ,K� ,����� �������	��
��
��� ������������	� S+ � S−� ���	��	�	��"$�� ��������� *��
%�� F � F+ = F0 + δF � F− = F0−
δF � ��� δF � #��
������ ����� ��$��	������ ������ 	�
��� �	� ��������� �������� V− ⊂ V0 ⊂ V+�
��� V+ � V− � �#���	� ����	����	��� ������������ ������������	��� S+ = ∂V+ � S− = ∂V−�
���	��	�	������

, ���� �������������	� 
��	����
�� 	���
 *��
%�� +���� ����
� V0− � V0+ ����"	�� ���	��
�� 	����������
��� ����
���� )�(	��� ���	�� 
����� �� (	�� 	����������
�� ����
 ����
��
������������	�� �� ������"	�� ��� �������� �	 ������ �������� F ∈ [F ± δF ] 
 �������� -#�����
��� �������� ����
�� Q ��� ������������	��� ����$�� ���	�� V0+ ����� Q+� ��� ������������	��
��� V0− � ����� Q−� )��
��

� ���	�� ���	�� ����
 V0+ � V0− �������� ����
�� Q �� ����"	�
��� 	� (	�	 ����
� �����	�� �
��
�� �	 Q− �� Q+ ��� �������� ����� ���#�" ������������	
 V0�
.�
�� �#������ ���#�� ������������	
 �#�����	 %������������ �������� ������ Q0 = Q+−Q−�
��� ���"�	��%�� �� ����  /! ��������� ��������� �	��
	��� 	����������
�� ����
� ����������

��� ���#�� ������������	
" � ����� �������� 	��
�� P3� 0� ����  /! V
(1)
0− � V

(2)
0− � ��� ���������


�������	� ����
� V0−� � P1 � P2 � 	��
� (
�	������� *��
%�� F(x)�
,������� ������ �� ���������	�� �������� 
��������
�� (��
	��������
�� ���������	�� �����

����� �
��
� ������
��� 
�������	� ���� �����������	� ��� �������� ����� (	� ���������	
�
-	�"�� ������	� �	�� ���� ������
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� � ����
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Q+ −Q− = ±
(
χ(V+)− χ(V−)

)
=

M∑
k=1

εk,  /��!
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�� ����������� � ��
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���' ���
����������� �� ������ �������
������' �#� �� ������
���� 
���
���
����, 	
������� ���0! �� ��( �����	�����, �
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�������� ������ ����
������ �
����
� ������� � ��
' ��� �� ������ �������
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�� 
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����� �� �����,����� � ��
�#,( �������� �����,��� ���
���
������ ��
�� ea(x, t)� 3�� ����' ����� �� ������ �������
������� ���	��������� ����
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�1�� ������,' ������,�	 ea(x, t)
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 � ���
�������� � �������� ������' ��������
� � ���������� ���
�
�������
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��,��� ��������(#�� ���� � �
� ��
����� ��
�� ����	( �������
�����,�

"����,�	� ����!' ��
������� ���� � 
�1�� �������, � ����$

�
α = ε

|J |
|e|3 γ

αβ∇βF , �.��!

���$

γαβ =
dxα

dea
dxβ

dea
. �.�.!

7�

��,��� ��������(#�� ���� D �� �(��� �������
������ Si = ∂Vi' � ��
 �����' ������ �
���
���$

�n =
(�,∇F)
|∇F| = ε

|J |
|e|3|∇F|γ

αβ∇βF∇αF = ε
|J |

|e||∇F| . �.� !

8���, �����,������ ��1������$

γαβ∇βF∇αF = |e|2,
����	(#�� �� ������-���� ����!�
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⋃
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 D

(1)
n � D

(2)
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�
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!� �����
�� �	�
���� V1 # V2� ��������������$

D(1)
n = lim

P (∈V1)→PS∈S12

Dn, D(2)
n = lim

P (∈V2)→PS∈S12
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|J |√
2|F − F1|

∣∣∣∣∣
P

= lim
P (∈V2)→PS∈Si

|J |√
2|F − F2|

∣∣∣∣∣
P
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α = J

γαβ∇βF
|e|3 =

N∑
i=1

εi
rαi
|ri|3 + [roth]α, �����

$�� h % 	�������� $�
���� ������	�� ����� εi = (−1)mi � mi % �
��� ���
&
���!	�' �������		�'
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��
&� ∇α∇βF � ����� � �����
	
�
�
 xi� ri = x−xi� 
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�
��%������ ���� �	
�
i%��) ��
�
�����) ����
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roth =
1

c

∂�

∂t
, ���,�
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���� ����	���	
�

� = � = Ec +
1

c

∂�

∂t
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Ec = −∇Φc,

$��
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#
∂�

∂t
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	��! � �
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 ���
 j ����#

j = − 1

4π

∂

∂t

(
N∑
i=1

εi
ri

|ri|3
)

=
1

4π

∂

∂t
∇Φc, ���1�


 � �
������ 	
��� �		���
 �
$	
�	�$� ���� ���
�
	�

� =
1

c

∂h

∂t
. ���2�

3(�� ����� �� ��
��) 
 ����) �
���) ������ ��
'��
� � �����"���� ��
�	�	
"#

rot� = rot� = rotroth =
1

c
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 j 
 (
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∂ea

∂t
+ V β ∂ea

∂xβ
= 0, a = 1, 2, 3. 9� �:
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 ����� ��������� ������������	� ��� ��	���	� � �������	� ��� ����	��� J =
det{∂e/∂x} ���������	� x → e�  	!!����"	��� 
���
 �� �����	����# x$ � ����# �����%	���
�����&��� � #���	"�� ∂xα/∂ea �� ���	# 	������#$ ��	���	# � ������'�#� ������(��	�)

∂xα

∂ea
∂

∂t

∂ea

∂xα
+

∂xα

∂ea
∂

∂xα

(
V β ∂ea

∂xβ

)
= 0.

*�����&�� #���	"� � ��#�������#	 Jα
a = ∂xα/∂ea 	 Ja

α = ∂ea/∂xα ���	#�� �������$ �� 	#��#
������'	� ���������)

∂xα

∂ea
∂

∂t

∂ea

∂xα
=

1

|J |
∂|J |
∂t

,
∂xα

∂ea
∂

∂xα

(
V β ∂ea

∂xβ

)
= V β 1

|J |
∂|J |
∂xβ

+
∂

∂xβ
V β .

+����� ������� �������	� ��� ����	��� J )

∂

∂t
|J |+ ∂

∂xβ

(
V β|J |) = 0, 
��,


��	�����'�� �-� 	�#����	� �� ���#���# 	 	#��'�� �	� �	!!����"	��&��-� ������ ��������	�
��������	 J �
*�����&�� ��� |J | ����������� ����� ��������	�$ �� .�� ��������� �� ������ ������-	%�����

�%���� �����	 	����	������ -��#���	%����� ��������	�)

Q =

∫
V0

Q(x, t)J̃dV , 
��/


� ��������'���� ���#	������)

V0 =

∫
V0

|J |dV = const,

-�� 	���-��� ������� �� ��01#� ������-	%����� �%���	 V0� *�	 .��# ������ �����	 ���#	��������
��������&)

J̃ =
1

|V0| |J |,
∫
V0

J̃dV = 1. 
��2


3�����	� -��#���	%����-� ��������	� ��1� ���#������& ������	 �� �����-		 � ��������� #�4
���	��� �� ��	���	� ���������1���� ��0����� 4 ������-	%���	� �%��� Vi$ � ���������%����#
����#����# 4 	� �����	# �����	����#$ ��������# 	 �������	�#)

Xα = xα =

∫
Vi

xαJ̃dV, Uα =
dXα

dt
=

∫
Vi

V αJ̃dV,

dUα

dt
=

d2Xα

dt2
=

∫
Vi

(
∂V α

∂t
+ V β ∂V

α

∂xβ

)
J̃dV =

∫
Vi

dV α

dt
J̃dV.
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��#$ -���	"�#	 ������� �������� 	������������	 !���"		 F $ � ��� �� �������	� 
��,
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*������	� � ����		 	����	������ ���"����� ��������	� � ��������&�$ ���%	���'���� �	!4
!����"	��&��#� ������ ��������	� 
��,
$ ��������� 	��������	�����& ����V ��� ��������	��	��
#	���#��(�����-� .������#�-�	���-� ����$ !	-��	���'�-� � ��������� ����		� 6�� ���� ����4
���� � ���$ ���� V #���� 	��������	�����& ��� �	������ ��#�	��"	� ��������-� �����"	��� A

.������#�-�	���-� ���� � -���	����# ��������-� ��������-� ���� χ$ ������� ��������������� �
!���"	�� ������	� %���	"�)

V = −γ0A+∇χ. 
���
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������ ��� ���#�-� �����������	� �������'	��� ����� � ����		 �������	� �������	�# 9&�����
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∂V α

∂t
+ V β ∂V

α

∂xβ
=

∂

∂xα

(
1

2
|V|2 + ∂χ

∂t
+ γ0cΦ

)
− γ0

[
V × rotA

]α
− γ0c

(
1

c

∂Aα

∂t
+

∂Φ

∂xα

)
. %/�0'
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Eα = −1

c

∂Aα

∂t
− ∂Φ

∂xα
, Bα = rotA.
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A =

∫
Vi

AJ̃dV, B =

∫
Vi

BJ̃dV, E =

∫
Vi

EJ̃dV.

6�
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���� 7����
��
��������8 �
�� A, B, E ������
���! �����)3�� 
��
�
�.

A = A+A′, B = B+B′, E = E+E′.
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�!���� ��� ����
��
��2

������� ���
���������  �����
�
	������� �
����� 
 �
�� E,B � A 2 �
��
��
��������� ���
������*����� ���
��������� �
�����

9 �����!�
�� �����
�
 � ������*���� �
��� �
����
 ��� ������	
 ���
����� ������ �����)2
3�" ���.

d

dt
V = γ0E− γ0

[
V ×B

]
−∇XU + Fq. %/�:'

6�
 �

��
$���� ��	����� �
� ��
������ (!)�
�
 �
������
" �
������ �
�
��3�"�� �  �����
2
�
	����
� �
�� {B, E} � �
�
������!�
� �
�����
����
� �
�� � �
�����
�
� U .

U(X, t) =
∑
|k|=0

1

|k!|
∂|k|U(X, t)

∂Xk1
1 ∂Xk2

2 ∂Xk3
3

Mk(t).

	��

U(x, t) = −1

2
|V|2 − χt − γ0cΦ, %/�;'

k = (k1, k2, k3) 2 ���!��������� |k| = k1 + k2 + k3� |k!| = k1!k2!k3!�

Mk = Mk1k2k3(t) =

∫
Vi

(x1 −X1)k1(x2 −X2)k2(x3 −X3)k3 J̃ .dV

�
�
������!�
� ���
 Fq� ���)3
� ���.

Fα
q =

∫
Vi

γ0

[
V′ ×B′

]α
J̃dV,

�
��� �
���
����
�!�� �
� ������
��
��
� �
�
��
� 
�
�
	���
� �
�
��
�� �
����
)3�� �
��
��
�
" ��
��� ��� ���
�� ������*���� ��
�����" (!)�
�
 �� 
���
�
���� ��
�����"� #
2
��
���" ���
� ����  ��� �

��
$���" �
��
 �
"�� � <�=�



���������	 ��
������ � 
��������� 
��� ������ �� ��

���������	� 
� ������� 	

�����
� 

�
�
�����	
� ����	�� ��
���
�
���
 ��������� ����


�� ������ � ��!� � ��� ��������� ���"���� 

����
� ���
�#$ � %��	
�
 ����
�
 �
��� 	
�


�
� 
���$���
�� ������&��$ � ���� ����	� � �
�� � A, B, E, U �

�� 
��������� ������	��

'� �
� � �

 �


�
(���� ���)� �����
�����
 �
*
� ��
�
* �����
� +�,����	�� � $�� +��	#��
χ � �����
������� ������ -�� ,�����
 �

��#���� U(x, t) �


�
(���� ���)�  
"�
 ���� �
����
�
	�	 ��������� .	
*�/

χt +
1

2

(
|∇χ|2 + 2γ0(A,∇χ) + γ2

0 |A|2
)
+ γ0cΦ + U = 0. �0���

��� +��	#�� χ� 	


��� �����
�����
 �
*
� � %

 ������ +��	#�� ����
��� ��� ���
�#$ �
%��	
�
 ����
�
 �
�� � �

��#���� � Φ � A � � �	�����
 �
�� � �

��#���
 U � -�� 
�	
�
��
�����
�#�� ��� ,� 	��

�
 
������� ���� �	� ���
�# ��
*1
�� 
 � �
� ��
�
* 
����������
�

��#���� U � ��1
�� �, ��	


�$1 +�,����	�1 �

*��"����� 	


�$� �� �
���"�
�� �
	� � �����
�
������
 +
� ���, �� 2��

 	��������	�� +
� � ��������� .	
*� ��&
 �
, 
"�
�
� ��
���
���
��
��
� U 	�	 �

��#������� %������ �
�� 
��

����� �
�	
��	� ����� �
��� 	��������	
�
+�,�	� %

 �����
����
� �
�1
��!�� 
*3�������� 4���	
� ��� 

�
� �

*$ �
����
� �
�1
��!��

������� ��� �

��#���� U � ��
*1
�� $ �
�
���
����$� ������
������

5 ���,� � ��
*�� 
� �$*
�� �

��#���� U 

 �
� ��"�
� 
*�

�
����
�
� ���,���
� � 	���*�
�
�
��$ � ���
*��,
����� � %��	
�
 ����
�$1 �

��#���
�� 5 	��������	
� %��	
�
���� �	�
	���*�
�
��
� ���
*��,
����� �

��#���
�/

A′ = A+
1

γ0
∇φ, Φ′ = Φ− 1

cγ0
φt


�
�����
 ���, ���$ �
�� �����"&��
�
�� � �� � ��������� 6�	������� -�� 
�	
 ���
*��,
�
����� +��	#�� ����
��� χ �
�"�� 
����+
� ��
��
��� �
 �������/

χ′ = χ+ φ.

-�� %

 ��	

��
� �
�� �����
�� V � 
�
�

��$� �

��#��� U �� �, ���
��� � ����
� �

�
�$�
�
�	
��	� �

��#���$ U � Φ �1
��
 
����	
�
 � ��������� �0���� 

 � ��

 ���
*��,
����� Φ
� %

 ���������  
"�
 *$�
 *$ �
�������
� 	���*�
�
��
 � ���
*��,
����� �

��#��� U /
U ′ = U − φt� 5 %

 ������ ��������� .	
*� 
�
���
�� ���, ���$ � ��
� �
 �	
�
�
�� �����
��
V� �
 *���
 �, ����
 �
�� �����"&��
�
� %��	
�����	
�
 �
�� E� ����
��
����
� 	���*�
�
��$�
���
*��,
����� �

��#���� U  ����
 	��
��� %��	
�����	�1 �
��� ����������
�$ 
*��,
 �

7, %
�1 �

*��"���� ������
� �

 �$*
� �

��#���� U ��  
"�
 ,�����
� 

 �$*
�� %��	�

�
 ����
�$1 �
���� 8�	
����	�� 	�"�
 � 	
�	��
�
 � �$*
�� +��	#�� U(x, t) *���
 �


��
�
�
�
��
� 
������&���� 	��
��� ���� �	� ���
�#� 9�"��� �, %
�1 	��
�� %	�������
�� ��*
�
����
� � � $���� �

 ��
 �
�����	�� ��+
� �#��� ���,����� � �
�� �����
�� V� ��  ����
��
��� ��*
 �$*
�� U � :


 �
��
� 
��*��
 *
��� ��
����
�
 ������
������ �
�	
��	�� � ������
�
�
�� ��������
�$ �
�"�� 
�
���
��� +���� ��
����$� �

��#��� F � 	


�$� � 
��������

��
 �
��� +�,����	
�
 ��
�
����
��� �
 ����� ���
*��,
������ 
�
�����!�1 %


 �

��#���
���, ���$ � � ��
�� ���
*��,
������ �, ����!�� �
�� �����
�� V� ;����
�#�
��$� 1���	
��
+��	#�� U  $ ���� 

�� �
 �

�
� ���
� ����
� ��*

$�

�� ��������� �������	�

5 ��
� � ������&��$ ��������� ���

�� � �� 	�1 
�	
�
 �
�1
��� 	�	 %

 �
��
*�
 
�����

� <�=� ��
��
����$ 
*��,
 �
�����
�� � ��������� >��������� ��� �
��
�$1 +��	#��/

Ψ =

√
|J̃ |eiχ/�. �����

7��
��,�� �0���� � ���

 ������ ��
�
$ � �$�������� � �
	�,$���
��� �

 +��	#�� ������ ��
�
���
�
���
 ��������� >���������/

i�
∂Ψ

∂t
=

1

2

(
− i�∇− γ0A

)2
Ψ+

(
γ0Φ− UG

)
Ψ, ���?�



�� ���� �����	
�	

��� Φ � ��	�
��
� ����	��������� ���� �

UG = U − �
2

2

∆|J |
|J | . �����

�	���
� � �
�	
��	�� ������	� �	� |J̃ | �����
��	 ��� ���	
��	� �����	
��	
��� �
��������
��
��

	���! "�#

���� 
 ���	
�$�
��%

|J̃ | = |Ψ|2, ���&�

�"��'�� (��� ���	� ���"�	�������! �"���� �����
��	 ��� �	
	��	�������� ���	��
	
 )��

�
(
"�
�� �����
�
�� �� 

�
"*�� ���"�	�������" �����
�
��"�

+
� � U ��	
	��
�! ��	�
��
� UG �����	
����	 ��*�! ��	�
��
� 
�� �
����� 
���	�����
,��	
	��
���- ���� �� �	
�$�
�� � ����	��"
�
�	
�"� ����� .��	�"� �	�	 ��	
	��
�! ��	�
�
��
� 	
� /� ���/�
 *�	 ���(


�" � ��	�
��
��" ��
��	
���

��� �����

���������	� 
�0�
���� ���1�� �����	
����'
� ��*�! 


��� ���
���! 2�
���� �
�	���� 
�
�"��'
� ���"�	�������! �"���� ������	�����	 ��
�
�
��3����
���
 ����� �
�	���� ���/�'�!�
�� � ����	��"
�
�	
�" ����� ��	���� ������
�	�� ��

"������"� ���
� 
�"� ����"� A, B, E�

�
� �������	� ��� �	���	����	� �����

+
� ���
� �( �������'�# ���	���
�!� �



� 	����� �����/�	 � ��*� ��	��	��

�" �*�
�
(�" ��
�
�
�� ��
��������! � ��

	���! 	����!� ����4" � 	�! �(
�"����(�� �
� �	� ���
�	� �
��

	���! 	������ 5
�	��� � 	
��" ���#���� �����	
����'�� ��*�! 	������������� ���!��� �"��
�	 �
� ���!�	�
 ���
�� ������ �� �����	�� 
����
� 
�"� �*6��	
"�� 	
� � ���!�	�
 �
�	���
������ �� ��
��
�" �# �	���	��
�" ���"�
	�" �����	�� ���	������� 	���� 2�
���� F � �	���
���" �	 ��

	���! 	����� �����	�� ��$ 	�� �	� ���"�	�������� �����
�
�� �
�����	�

��	�� 


	������������� ���!��� 
 
� 

 ��� ����	�

�	��� ��

�� �	� �*�	��	�� �	�� ����
� ����
���	�� �
�����	
���
��"� �
"�! ��

	���! "�#

���� 7�!�	��	�� 
�� ���"�	�������"� �����
�
�� "�/
�
����
	 �"��� �����
�
�� �� 

�
"*�� ���# ��("�/
�# ����/�
�! ���	������# 	���� �
�	��
	������������! ���!��� .�������	�����
	 �	� "�/
� 	
�� 8 ����	�!$�" ����
�� ����
 ���!�

�����	�� ����	�!� � 
�! �����/�	�� �	���� ���
 ���	��"�"� 8 ���� �	��� 2��"
� 
� 
��"����
�


�� ���	
��	 |J(x, t)|/V0 "�/
� �
��"
	���
	 �
� �����	
��	 �*

��/�	 �	�	 ���	��"�"
�
�	�� ���!��� 9
�
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	�����	
��� ����
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��	 �*

��/�	 ���	��"�" �
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���!�� �	���� �
�
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�
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��" ���	��"�"
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 � ��
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	�" �


�! 	����� �����	�� 	�� �	� � �����	
���

�" ����
��*� ����

�� ��

"��� �
�	�� 2��������	 
� ���� 2�
�
"�
	
� 
�! ����	����

"���
�, �, �, �, �� 
 
���	���� ������ ���� E,B,A� ��	���� �������	�� ��� 2��"������
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�����
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�! ��

"��� �
�	��� :��( "�/�� 2�
�
"�
	
� 
�"� ����"� � ��

"������"� ���
��"� ��'��	���	� ������ �� ���� ����
��
 V 

���"�� ���(

� � ������

	
�" ����*�
(��

��"
x → e(x, t)� ��	���� ���������	 ���� 2�
�
"�
	
� 
�! ����	����

"���� 7�� 	���� �	�*� ����
�����	 �	� ���( � 
��*#���"� 

!	� ��
�
�
�� ��� ��

"������# ����!�

=
"�	�"� �	� ��	�
��
� Φ �������	�� � ��
�
�
��# ��

"��� � 2��"� ����(��� 
�! �
��*����
��� : �����! �	���
�� � ��
�
�
��# 2�
�
"�
	
� 
�! ����	����

"��� 


�����
�! ��	�
��
�
��(
��
�	 �( ��
������
�
�'�# �����	
���
�! � 2�
���� F � �����	�� ����
�����" ��	�
��
�
��" ���	�"� 	����
�# (
������ ����
�
�'�# � ���	��"�"
"� 2�
�
"�
	
� 
��� ��	�
��
�
 F �
8 ���� �	��� ��	�
��
� Φ ������	 ��*��
	 � 2��"� ��	�
��
�
 Φc �&��� � 	��
��	 � �� �
��*�
������ 	��� � 	��
��	 � �� ��*��� ��
�
�"��� � ���� ����� ��
���! 2�
���� φ� 	��� Φ = −Φc + φ�
>	� �*������	 	��
�� ����
��
�� ��	��
���� 2�
�
"�
	
� 
�# � ��

"������# ����!� 8 �	�"
����
� �( �
"��� ��������
�� E ������	 ��
�
�
��%

divE = ∆Φc +∆φ− ∂

∂t
divA.



���������	 ��
������ � 
��������� 
��� ������ �� ��

��� ����	 
���� 
���
�
� ���� �������� � �������
 ��������������� ��������
�
	 �������
��
�
�� �����������	 
���� ������ ����������� ���������
� 

∆φ =
∂

∂t
divA,


�� 
 �������� �����
�� ���
�����
���� ������������
�! "�
 ���� ���� A′ = A−∇φ 
���� ����#
��$ �
������%
$ divA′ = 0	 �!�! A′ = rota	 ��� a ��������� ������� ��������� ����! & ����������

���� 

divE = 4π
N∑

k=1

εiδ(x− xi).

��� �������
� '�������� ��� �
���

���
� ����� �������$��� �������

���
 
� ������ ����#
�����
� ����� B 
 E! "�������� �������
� �����������
���� 
����%

 ��� (� ����
����� 
�
���������
� E ��
 �����

 ��������
� ����)*����� �����
������� �������
� 

1

c2
∂2A

∂t2
= rotH,

������� � ������ ���
�� ��(�� ��������
���� ��� �������
� ��� ���� �����(*�����
 ����
�����
���� H! +�� �������
� ����

���
 � ��
����
 ��������� � �������
�� ,-!�./ ����� ��
�����
�
� ���� �����%

 rot! +�� ��������� �� ��	 
�� �
���

���
� 
 ��������������� ���� ������
�
��� ����(
	 �� �� ����� ���� ��)�������� ���

�$���!

"�������� ������
���������� ����� ��0����$��� � ��
�
 ����
� �
���

���
� �����
E, B, A	 �� ����
���� ������ � �������
����
 ����)� ����
�� ���� ��������������� ��������
#
���
�
	 �� 
���$
��
��	 �����(��	 ������ ���������������� �����%
��� F 
 ���������� � �
�
�������$ ���� �! +�
 ���� ��������$� ����(��
� ��
�
��� ������� # 
���
�
��� ����������#
�
����� ����! 1���� �� ���� ������ �����
� � ���	 ����$ ���� 
���$� ���� ���������������
��������
���
�
 � ��
�
 ����
� �����
� �������� ����
����
 �����

 �
����� ��
�
��� ����#
��� 
 ���


�� ����� 
���
%	 ����������$)
� ����� � ������ ������ ���%��%

 �������

���
�
�
���
! 2�� ���� ������� � 3�4	 ��
�%
�
������ ������ � ������ ���%��%

 �������� ��	 
��
��
�
��� ������ ������� � �����
�
 ����������
 �������

! +�� ���� �� ���� ���(�� ����#
���������� ����
����� �����

 ���
� ��������	 ������� � ����

 �
���

���
� ����� ��������
���������
�
 �
������������
 � �������
��� �����
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dI

dt
=

d

dt

∫
Vi

L(x, t)|J |dV =

∫
Vi

(
∂L

∂t
+ V α ∂L

∂xα

)
J̃dV = 0. ������
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L(x, t) = L
(
e1(x, t), e2(x, t), e3(x, t)

)
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M = m0
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Vi
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∂ρm
∂t

+ div
(
ρmV

)
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