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Àííîòàöèÿ

Ïîñòðîåíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé îäíîìåðíûõ òå÷åíèé
âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü èõ òî÷íûå
ðåøåíèÿ. Íàéäåíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ýéëåðà òðåõìåðíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïî àíàëîãèè
íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òå÷åíèé â ðàâíîìåðíî-âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå îòñ÷åòà. Äàííûé ïîäõîä ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé
òðåõìåðíûõ âÿçêèõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ îïðåäåëåííîãî
âèäà îáúåìíûìè ñèëàìè.

1 Ââåäåíèå

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå
êîëè÷åñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà
[1, 2] äëÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì
ñëó÷àå, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü áàçîé äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ðåøåíèè
áîëüøèíñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðèîðèòåò îòäàåòñÿ ÷èñëåííûì
ìîäåëÿì äèíàìèêè æèäêîñòè. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò
ðåøèòü öåëûé ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè.
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Ïîýòîìó ïîèñêè ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà îñòàþòñÿ îäíèì èç àêòèâíûõ íàïðàâëåíèé
èññëåäîâàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è ãèäðîìåõàíèêå (ñì.,
íàïðèìåð, [3, 4] è áèáëèîãðàôèþ òàì). Îáû÷íî òî÷íûå ðåøåíèÿ
ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ïàðàìåòðèçàöèè íåêîòîðîãî êëàññà òå÷åíèé,
èñõîäÿ èç êàêèõ-ëèáî ñèììåòðèéíûõ óñëîâèé èëè àíàëèòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ïàðàìåòðèçàöèþ. Òàêîé ïîäõîä
îñîáåííî ýôôåêòèâåí â ñëó÷àå äâóìåðíûõ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ òîêà [1, 2]
è èñïîëüçîâàòü â ÿâíîì âèäå äèôôåðåíöèàëüíûå çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ (ñì. íàïðèìåð,[7]). Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ìåòîäû
ïàðàìåòðèçàöèè èíûå, íî ïî ñóòè ñâîäÿòñÿ ê àíàëîãè÷íûì
ìåòîäàì [3, 4]. Äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû äëÿ ñæèìàåìîé
æèäêîñòè îòñóòñòâóþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Äëÿ îäíîìåðíûõ âÿçêèõ òå÷åíèé êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà Êîóëà-Õîïôà, ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè
óðàâíåíèå Áþðãåðñà ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè
[5]. Îáîáùåíèå ýòîãî ïîäõîäà áûëî èñïîëüçîâàíî â ðàáîòàõ
[8, 9, 10] äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà è
Íàâüå-Ñòîêñà ñæèìàåìîé æèäêîñòè äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé.
À â ðàáîòå [11] â ÷àñòíîì ñëó÷àå êâàçèïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé
àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ äâóìåðíûõ òå÷åíèé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé
èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ íåñêîëüêî èíûõ ïîçèöèé â äàííîé ðàáîòå, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü åùå åùå áîëåå îáîáùåííûé ðåçóëüòàò, ÷åì â
[9, 10]. Êàê îêàçàëîñü, íîâûé ñïîñîá ïàðàìåòðèçàöèè îäíîìåðíûõ
òå÷åíèé ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí è íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Â
ðàáîòå íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé èäåàëüíîé è âÿçêîé
æèäêîñòè, êîòîðûå ñâÿçûâàþòñÿ íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëüíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ñ äðóãèì íàáîðîì óðàâíåíèé, âèä êîòîðûõ
çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà. Âûáîð
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûå êëàññû òî÷íûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè.
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2 Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê

Êîóëà-Õîïôà

Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà-Õîïôà (ÌÎÏÊÕ) [9, 9, 10]
áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ îáùèõ ñîîòíîøåíèÿõ. Ðàññìàòðèâàÿ
ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé:

Tt + V (x, t)Tx = 0, Txx + U(x, t)Tx = 0, (1)

ìîæíî ïîêàçàòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè [9, 9, 10], ÷òî âñÿ
ñîâîêóïíîñòü èõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé îêàçûâàåòñÿ
çàìêíóòîé, åñëè ôóíêöèè V (x, t) è U(x, t) ñâÿçàíû îäíèì
óðàâíåíèåì:

Ut =
∂

∂x

(
Vx − UV

)
. (2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè T ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

T [k,n] =
∂k+nT

∂xk∂tn
= A(k,n)[U, V ]Tx, k, n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå A(k,n)[U, V ] - äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû òîëüêî è òîëüêî
ôóíêöèé U è V . Ýòè ïîëèíîìû âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî èç (2)
ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

A(k+1,n)[U, V ] =
∂

∂x
A(k,n)[U, V ]− UA(k,n)[U, V ],

A(k,n+1)[U, V ] =
∂

∂t
A(k,n)[U, V ]−QA(k,n)[U, V ], (3)

A(0,1)[U, V ] = V, A(1,0)[U, V ] = 1, A(2,0)[U, V ] = U,

ãäå Q = Vx − V U . Â ýòîé ñõåìå íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) âûïîëíÿþòñÿ ïðè
ëþáîé ôóíêöèè T . Ïóñòü ôóíêöèè T âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâà
ðåøåíèé íåêîòîðîãî èíòåãðèðóåìîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð, ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

N∑
k=1

L∑
n=1

Ck,nT
[k,n] + C01Tt + C1,0Tx = 0. (4)
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Òîãäà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3) óðàâíåíèå (4) ïðåîáðàçóåòñÿ ê
íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèé U è V :

N∑
k=1

L∑
n=1

Ck,nA
(k,n)[U, V ]− C01V + C1,0 = 0. (5)

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåííûå
ïîäñòàíîâêè Êîóëà-Õîïôà, ëèíåàðèçóþùèå (5) ê óðàâíåíèþ (4).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ T óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
òåïëîïðîâîäíîñòè:

Tt = νTxx,

ôóíêöèÿ U óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áþðãåðñà

Ut = νUxx − 2νUUx.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (1)ýêâèâàëåíòíû êëàññè÷åñêîé
ïîäñòàíîâêå Êîóëà-Õîïôà [5, 6], ÷òî îïðàâäûâàåò îáùåå íàçâàíèå
äàííîãî ïîäõîäà.

Äàííûé ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé,
â ÷àñòíîñòè, íà ìíîãîìåðíûå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, à òàê æå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
çàìåíåíû íà äðóãèå òèïû îïåðàöèé.

3 Ìíîãîìåðíîå ìàòðè÷íîå îáîáùåíèå

ìåòîäà

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè êîîðäèíàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà îáîáùåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
ýòîãî âûïèøåì îáùèå ñîîòíîøåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé
êîîðäèíàòíîé ðàçìåðíîñòè 1 + n. Ïóñòü T̂ = T̂ (x1, x2, . . . , xn, t)
- íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò
x = {x1, x2, . . . , xn} è âðåìåíè t. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè çàäàþòñÿ â
ìíîæåñòâå êâàäðàòíûõ ìàòðèö êîíå÷íîãî ïîðÿäêà M . Èñõîäíûå
óðàâíåíèÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî (1) è
ñîäåðæèò ðîâíî n+ 1 äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

T̂t + V̂ T̂x = 0, T̂xx = Û T̂x (6)

T̂,k + ŴkT̂x = 0, k = 2, . . . , n, (7)
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ñîäåðæàùåå n + 1 âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ
Û , V̂ , Ŵk, k = 2, . . . , n. Çäåñü è äàëåå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

T̂t =
∂T̂

∂t
, T̂x =

∂T̂

∂x
, T̂xx =

∂2T̂

∂x2
, T̂,k =

∂T̂

∂xk
, T̂,k,j =

∂2T̂

∂xk∂xj
, . . . .

Ñîâîêóïíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé ñîîòíîøåíèé èç
îáùåãî íàáîðà (6), áóäåò çàìêíóòîé, â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è
â ðàçìåðíîñòè 1+1, åñëè ôóíêöèè Û , V̂ , Ŵk, k = 2, . . . , n
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

Ŵk,t − V̂,k + V̂ Ŵk,x − ŴkV̂x + [V̂ , Ŵk]Û = 0,

Ŵk,j − Ŵj,k + ŴkŴj,x − ŴjŴk,x + [Ŵj , Ŵk]Û = 0,

Û,k − P̂k,x + [Û , P̂k] = 0, (8)

P̂j,k − P̂k,j + [P̂j , P̂k] = 0,

P̂k,t − Q̂,k + [P̂k, Q̂] = 0,

ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ òîëüêî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé,
è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

T̂xt = Q̂Tx, T̂x,k = P̂kTx, T̂t,k = ŜkT̂x, T̂,k,j = Q̂kj T̂x, (9)

k, j = 2, . . . , n.

Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ ìàòðè÷íîé ôóíêöèè T̂
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

T̂ [k] =
∂|k|

∂tk0∂xk11 ∂xknn
T̂ = Â(k)[Ŵ0, . . . , Ŵn]T̂x. (10)

Çäåñü k = (k0, k1, . . . , kn) - ìóëüòèèíäåêñ, |k| = k0 + k1 + . . . + kn,
W0 = V,W1 = U .

P̂k = −Ŵk,x − ŴkÛ , Ŝk = −Ŵk,t − ŴkQ̂,

Q̂ = V̂ − V̂ Û , Q̂kj = −Ŵk,j − ŴkP̂j , (11)

k, j = 2, . . . , n.

4 Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê

Êîóëà-Õîïôà äëÿ òå÷åíèé ñæèìàåìîé

æèäêîñòè

×àñòíûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ ÌÎÏÊÕ, äåìîíñòðèðóþùèì
ýôôåêòèâíîñòü äàííîãî ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ åãî ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å
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îá îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ òå÷åíèÿõ ñæèìàåìîé æèäêîñòè [9].
Â êà÷åñòâå èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè T â [9] áûëî
âûáðàíî óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

TttTxx − TxtTxt = 0. (12)

Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (3) ýòî óðàâíåíèå
ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

(−Vt + V Q)U = Q2,

êîòîðîå ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèÿ u = V − Vx/U , ïðåîáðàçóåòñÿ
ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

ut + uux = 0. (13)

Óðàâíåíèå æå (2) ïðè äîïîëíèòåëüíîì îáîçíà÷åíèè ρ = U
ïåðåõîäèòü â óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

ρt +
(
ρu
)
x
= 0. (14)

Ýòè äâà óðàâíåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé
Ýéëåðà òå÷åíèé èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè íóëåâîì
äàâëåíèè. Èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (12) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
ñëåäóþùåãî âèäà:

Tt = H(Tx), (15)

ãäå H(ξ) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà. Åñëè ðåøåíèå
(15) íàéäåíî, òî îíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòîê ñæèìàåìîé
æèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ u è ïëîòíîñòüþ ρ, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ
èç ñîîòíîøåíèé:

u =
Txt

Txx
, ρ = −Txx

Tx
.

Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè
ïîäñòàíîâêàìè Êîóëà-Õîïôà, êîòîðûå ïðèâîäÿò óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà ê îäíîìó óðàâíåíèþ (15).

Óðàâíåíèå (12) ìîæíî îáîáùèòü è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü
ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè ïðè
íàëè÷èè îáúåìíûõ ñèë. Òàêîé ïîäõîäû áûë ðàçâèò â ðàáîòå [9].
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5 Òåîðèÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîé

æèäêîñòè

Äðóãîé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü òå æå ñîîòíîøåíèÿ â èíîì
âèäå è íåñêîëüêî èõ îáîáùèòü èõ, ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå (1) ïî ïåðåìåííîé
x. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèå
ñîõðàíåíèÿ ìàññû æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ ρ = Txx è ñêîðîñòüþ u:

ρt + (ρu)x = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèåì (??) ÿâëÿåòñÿ âûâîä, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
îò ïðîèçâîäíîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè T : U = U(Tx) áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ, àíàëîãè÷íîìó (??):(

∂

∂t
+ u(x, t)

∂

∂x

)
U(Tx) = 0. (16)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñêîðîñòü u(x, t), îïðåäåëåííàÿ
ñîîòíîøåíèåì (??), ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ãðàäèåíòà
Tx:

u(x, t) = U(Tx), (17)

òî äëÿ íåå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà ñ íóëåâûìè
ñèëàìè â ïðàâîé ÷àñòè:

ut + uux = 0. (18)

Ýòî óñëîâèå ñîãëàñíî (??) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ T
ñëåäóþùåãî âèäà:

Txt + U(Tx)Txx = 0. (19)

Ýòî óðàâíåíèå, çàïèñàííîå â ôîðìå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ãðàäèåíòà g = Tx, ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí [6]:

gt + U(g)gx = 0. (20)

Îáîáùåííûé ïî ñðàâíåíèþ ñ [9, 10] ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ó÷èòûâàÿ (16), ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

ϱ(x, t) = F (Tx)Txx, (21)
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ãäå F (f) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Ôóíêöèÿ
ϱ âìåñòå ñ ôóíêöèåé ρ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè:

ϱt + (ϱu)x = 0. (22)

Óðàâíåíèÿ (18) è (22) ïðåäñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ íóëåâûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è
âíåøíèìè ñèëàìè.

Äðóãàÿ, ÷åì â [9], ïàðàìåòðèçàöèÿ âÿçêèõ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé
òåïåðü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì
óðàâíåíèå (22) â ñëåäóþùåì âèäå:(

∂

∂t
+ u(x, t)

∂

∂x

)
ln ϱ+

∂u

∂x
= 0. (23)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî x, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
òîæäåñòâó: (

∂

∂t
+ u(x, t)

∂

∂x

)
∂ ln(ϱ)

∂x
= −1

ϱ

∂

∂x

(
ϱux

)
. (24)

Ðàññìîòðèì âìåñòî (17) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñêîðîñòè ïîòîêà â
ñëåäóþùåì âèäå:

u = U(Tx)− ν
∂ ln ϱ

∂x
, (25)

ãäå ϱ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (21). Èñïîëüçóÿ (24), äëÿ u
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

ut + uux =
1

ϱ

∂

∂x

(
νϱux

)
. (26)

Ýòî åñòü óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé
æèäêîñòè c ïîñòîÿííîé êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòüþ ν ïðè íóëåâûõ
âíåøíèõ ñèëàõ è ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
ðàâåíñòâà íóëþ âíåøíèõ ñèë è ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ óðàâíåíèå (26)
áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì Áþðãåðñà äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g = Tx â ñîîòâåòñòâèå ñ (??) äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ:

gt +

(
U(g)− ν

∂ lnF (g)

∂x

)
gx − νgxx = 0. (27)

Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ âûáðàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè
óðàâíåíèå (27), à ñ íèì è âñþ ïàðàìåòðèçàöèþ ðåøåíèé, ìîæíî
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ïðåîáðàçîâàòü ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Ââåäåì ôóíêöèþ θ(x, t) =
S(Tx) = S(g), ãäå S′(g) = F (g). Òîãäà èìååì:

θx = S′(Tx)Txx = F (Tx)Txx = ϱ. (28)

Óìíîæàÿ (27) íà F (Tx) è èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè θ,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

θt + Ũ(θ)θx − νθxx = 0. (29)

Çäåñü Ũ(θ) = U(S−1(θ)) (ïðè óñëîâèè θ = S(g)). Ýéëåðîâà ñêîðîñòü
â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

u(x, t) = − θt
θx

. (30)

Óðàâíåíèå (29) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ
Áþðãåðñà è ñîâïàäàåò ñ íèì â ñëó÷àå Ũ(θ) = θ.

Äëÿ âûâîäà îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî
òå÷åíèÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè c ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ
ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ T çàâèñèò
îò íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà ξ: T = T (x, t, ξ).
Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (23) ïî ïàðàìåòðó ξ, âìåñòî
(24) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:(

∂

∂t
+ u(x, t)

∂

∂x

)
∂ ln(ϱ)

∂ξ
= −1

ϱ

∂

∂x

(
ϱuξ

)
. (31)

Âìåñòî (25) ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
ñêîðîñòè ïîòîêà u(x, t):

u = U(Tx)− ν
∂ ln ϱ

∂x
+ α(ξ)

∂ ln ϱ

∂ξ
, (32)

ãäå α(ξ) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà. Êàê íå òðóäíî
óáåäèòñÿ, òåïåðü óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ u áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä:

ut + uux = ν
1

ϱ

∂

∂x

(
ϱux

)
− α(ξ)

ϱ

∂

∂x

(
ϱuξ

)
.

Ýòî óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ñ
ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ:

ut + uux = ν
1

ϱ

∂

∂x

(
ϱux

)
− 1

ϱ

∂P

∂x
, (33)
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åñëè â êà÷åñòâå äàâëåíèÿ â æèäêîñòè èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ:

P = α(ξ)ϱuξ.

Ýòîò ðåçóëüòàò åùå ìîæíî îáîáùèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî âìåñòî
ïàðàìåòðà ξ ìîæíî âçÿòü âðåìÿ t, à âìåñòî α(ξ) íåêîòîðóþ
ïîñòîÿííóþ β. Äîïîëíÿÿ (32) ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì,
ïîëó÷àåì

u = U(Tx)− ν
∂ ln ϱ

∂x
+ α(ξ)

∂ ln ϱ

∂ξ
+ β

∂ ln ϱ

∂t
. (34)

Óðàâíåíèå äëÿ u áóäåò â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñ (33), åñëè â êà÷åñòâå
ôóíêöèè äàâëåíèÿ èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ:

P = α(ξ)ϱuξ + βϱut. (35)

Âìåñòî (27) ïîëó÷àåì äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè g = Tx

óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

gt +

(
U(g)− ν

∂ lnF (g)

∂x
+ α(ξ)

∂ lnF (g)

∂ξ
+ β

∂ lnF (g)

∂t

)
gx −

−νgxx + α(ξ)gxξ + βgxt = 0. (36)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äàþò îáùèé ñïîñîá âû÷èñëÿòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (33) ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (36).

Åñëè âíîâü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé θ(x, t) = S(Tx) = S(g)
óðàâíåíèå (36) óïðîùàåòñÿ:

θt + Ũ(θ)θx − νθxx + α(ξ)θxξ + βθxt = 0. (37)

Â ýòîì ñëó÷àå ýéëåðîâà ñêîðîñòü è äàâëåíèå â æèäêîñòè áóäóò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

u(x, t) = − θt
θx

, ϱ = θx, (38)

P =
1

θx

[
α
(
θtθξx − θxθξt

)
+ β

(
θtθtx − θxθtt

)]
.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äàâëåíèÿ â ñðåäå óðàâíåíèå
Íàâüå-Ñòîêñà (33) äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè èìååò ðåøåíèÿ u(x, t),
êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (38), â êîòîðûõ
ôóíêöèÿ θ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

θt +
(
U0 + U1θ

)
θx − νθxx = 0,
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ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè U0 è U1. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áþðãåðñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Ýòî óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ è
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñæèìàåìîé æèäêîñòè (33).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôîðìàëüíîé çàìåíîé θ =
lnTx ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ôàêòè÷åñêè ïðåîáðàçóåòñÿ ê ðåøåíèþ,
êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÌÎÏÊÕ â [9]. Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèè äàâëåíèÿ ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ çàâèñèìîñòè
âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé îò ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè çà ñ÷åò
ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ýòî îòëè÷èå ïîçâîëÿåò
áîëåå ïðîñòî îïèñûâàòü ñòðóêòóðó òå÷åíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè
íàëè÷èè äàâëåíèÿ â ñðåäå.

6 Ìåòîä ïîäñòàíîâîê Êîóëà-Õîïôà

äëÿ äâóìåðíûõ òå÷åíèé

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ïîëåçíî
[?] ïåðåéòè â êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû z = x+ iy, z = x− iy,

∂

∂z
=

1

2

[
∂

∂x
− i

∂

∂y

]
,

∂

∂z
=

1

2

[
∂

∂x
+ i

∂

∂y

]
.

Ñëåäóÿ îáùèì ñîîáðàæåíèÿì ðàáîòû [?], ðàññìîòðèì ïàðó
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïåðåíîñ èçîëèíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè
T = T (z, z, t) â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Tt +WTz = 0, Tt +WTz = 0, (39)

ãäå W = W (z, z, t) - êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü ýòîãî ïåðåíîñà.
Äîïîëíèì ýòó ñèñòåìó åùå îäíèì ôîðìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì:

Ttt = Q(z, z, t)Tt. (40)

Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âñå âûñøèå
ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè T ïî ïåðåìåííûì z, z, t òîëüêî ÷åðåç îäíó
ïðîèçâîäíóþ, íàïðèìåð, Tt. Ñîâîêóïíîñòü âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ,
êîòîðûå äàëåå áóäóò íàçûâàòüñÿ áàçîâûìè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Tz = − 1

W
Tt, Tzz = RTt, Tzt = PTt, (41)

Tzz =
1

W 3
[WWz −Wt +QW ]Tt. (42)
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Çäåñü

P =
1

W 2
[Wt −QW ] , (43)

R =
1

|W |4
[
W

2
Wz −WW t +Q|W |2

]
= (44)

=
1

|W |4
[
W 2W z −WWt +Q|W |2

]
.

Îòìåòèì, ÷òî R, êàê è Q, ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.
Äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé (41) âûïîëíÿåòñÿ è êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè:

W
2
Wz −WW t = W 2W z −WWt. (45)

Åùå äâà óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
òðåòüåãî ïîðÿäêà. Èìåííî, ïîëàãàÿ Tttz = Ttzt è èñïîëüçóÿ (41),
íàõîäèì:

Qz = Pt, Qz = P t, (46)

ãäå Q îïðåäåëÿåòñÿ (40). Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà: Tztz = Tzzt

íàõîäèì åùå îäíó ïàðó ñòðóêòóðíûõ ñîîòíîøåíèé:

Rt − Pz = PP −RQ, Rt − P z = PP −RQ. (47)

Îòñþäà â ñèëó âåùåñòâåííîñòè Q è R ñðàçó ñëåäóåò åùå îäèí çàêîí
ñîõðàíåíèÿ:

Pz = P z. (48)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ Q ñâÿçàíà ñ P,R è W ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Q = −PW +
Wt

W
= −PW +

W t

W
, (49)

P = −RW +
W z

W
, P = −RW +

Wz

W
. (50)

Èñïîëüçóÿ (49) è (46), ñîîòíîøåíèÿ (47) ìîæíî ïðèâåñòè ê
ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèÿì

∂

∂t

(
RW

)
=

∂

∂z

(
PW

)
,

∂

∂t

(
RW

)
=

∂

∂z

(
PW

)
, (51)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ýêâèâàëåíòîì óðàâíåíèé â
ðàçìåðíîñòè 1+1, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü âûøå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
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ðåøåíèé îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Èõ òåïåðü
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûÿñíåíèÿ ñòðóêòóðû ðåøåíèé
óðàâíåíèé äâóìåðíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òî áû èìåëàñü âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè
ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé êàê ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü èç íèõ â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèå
íåðàçðûâíîñòè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (47).
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ S = u− iv,
ãäå u è v - êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ïî äåêàðòîâûì îñÿì x, y
âåëè÷èíû îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u− iv = S = −P/R = W −Wz/(WR), (52)

Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ îïðåäåëèì:

ρ = R.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèé (47) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
= −ρQ+ ρ(u2 + v2), (53)

à ìíèìàÿ ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ êâàçèïîòåíöèàëüíîñòè, ò.å.
ïîòåíöèàëüíîñòè ïëîòíîñòè èìïóëüñà æèäêîñòè:

∂ρu

∂y
− ∂ρv

∂x
= 0. (54)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî àíàëîãà óðàâíåíèé Ýéëåðà ïî
àíàëîãèè ñ (12) ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ äëÿ T óðàâíåíèå
ñëåäóþùåãî âèäà: {

Tz, Tt

}
= TzzTtt − TztTzt = 0, (55)

ãäå ââåäåíû ñêîáêè {, }:{
G,H

}
= GzHt −GtHz.

Óðàâíåíèå (55) ýêâèâàëåíòíî ñâÿçè:

PP −RQ = 0. (56)
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Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ èç (43) è (49) äëÿ R,Q, P â (56), òî
ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Wt +WWz =
|Wt|2

QW
.

Ïðè âûïîëíåíèè (56) óðàâíåíèÿ (47) áóäóò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rt = Pz, Rt = P z. (57)

Â ýòîì ñëó÷àå (53) ïðèìåò ñòàíäàðòíûé âèä óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè:

ρt +
∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
= 0. (58)

Óðàâíåíèÿ æå (??) ñòàíîâÿòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà äëÿ
êâàçèïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè:

2
∂

∂t
(ρu) +

∂

∂x

[
ρ
(
u2 + v2

)]
= 0, (59)

2
∂

∂t
(ρv) +

∂

∂y

[
ρ
(
u2 + v2

)]
= 0. (60)

Óðàâíåíèÿ (58), (59) è (60) â ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïîòåíöèàëüíîé
ïëîòíîñòüþ èìïóëüñà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (54).

5. Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà (58)-(60) ìîãóò áûòü
ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ âñåé ñîâîêóïíîñòè ñîîòíîøåíèé äëÿ
ôóíêöèé W,P,Q,R, ðåàëèçóþùèõ îáîáùåííóþ ïîäñòàíîâêó
Êîóëà-Õîïôà äëÿ çàäàííîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè T , êîòîðàÿ
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (55). Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ýòî
óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåííîìó â ðàçäåëå, êàñàþùåìóñÿ
îäíîìåðíûì òå÷åíèÿì. Îáùèé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Tt = H
(
Tz

)
, (61)

ãäå H(Z) - ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî
êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà Z = X + iY = (Tx + iTy)/2. Óðàâíåíèå
(61) ðàñïàäàåòñÿ íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòü:

Tt = A(Tx, Ty), B(Tx, Ty) = 0, (62)
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ãäå ôóíêöèè A(X,Y ) è B(X,Y ), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè:

AX = −BY , AY = BX ,

AXX +AY Y = 0, BXX +BY Y = 0.

Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ, H = −iZ2 èìååì:

2Tt = TxTy, (Tx)
2 − (Ty)

2 = 0. (63)

Ýòî è äðóãèå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìíîãîçíà÷íû íå òîëüêî
â ñìûñëå îáðóøåíèÿ âîëí âäîëü õàðàêòåðèñòèê, íî è â
ñìûñëå íàëè÷èÿ ó íèõ ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþùèõñÿ õàðàêòåðèñòèê.
Óðàâíåíèÿ (63) èìåþò äâå õàðàêòåðèñòèêè Ty = εTx, ãäå ε = ±1,
íà êàæäîé èç êîòîðûõ ðåøåíèå äëÿ q = Tx íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí: 2qt = εqqx (ñì. [6]). Äðóãîé ïðèìåð
H(Z) = e2Z , ïðèâîäÿùèé ê ñèñòåìå:

Tt = eTx cos
(
Ty

)
, sin(Ty) = 0,

äåìîíñòðèðóåò ñèòóàöèþ ñ áåñêîíå÷íûì äèñêðåòíûì ÷èñëîì
õàðàêòåðèñòèê Ty = πn, n = 0,±1,±2, . . ..

7 Òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

òå÷åíèé èäåàëüíîé ñæèìàåìîé

æèäêîñòè

Ïîëüçóÿñü ïîäõîäîì, êîòîðûé áûë ðàçâèò äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé
ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé èíòåðïðåòàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè (17) è (??),
ìîæíî ðàçâèòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Äëÿ ïåðåõîäà ê îïèñàíèþ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå ïåðåíîñà ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïîòîêîì ñî ñêîðîñòüþ
u âñïîìîãàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ A(x, t) ñ êîìïîíåíòàìè
Aα(x, t), α = 1, 2, 3 (x = (x, y, z)):(

∂

∂t
+ uβ(x, t)

∂

∂xβ

)
Aα = 0, α, β = 1, 2, 3. (64)

Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ
èíäåêñó. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè ïåðåíîñà u
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî:

uα = −QαβAβ , (65)
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ãäå Qαβ - ýëåìåíòû ìàòðèöû Q̂ îáðàòíîé ê ìàòðèöå Ĝ = Gαβ

ïðîèçâîäíûõ âåêòîðíîãî ïîëÿ A:

Gαβ =
∂Aα

∂xβ
, QαβGβγ = δαγ .

Âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ (64) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè R =
R(A1, A2, A3) ≡ R(A), çàâèñÿùåé òîëüêî îò êîìïîíåíò ïîëÿ A,
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:(

∂

∂t
+ uβ(x, t)

∂

∂xβ

)
R(A) = 0, β = 1, 2, 3. (66)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (64) ïî êîîðäèíàòàì xγ , ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû Ĝ:

∂

∂t
Gαβ + uγ

∂

∂xγ
Gαβ +

∂uγ

∂xβ
Gαγ = 0. (67)

Ñâîðà÷èâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî ñâîáîäíîìó èíäåêñó α âìåñòå ñ
ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Q̂, íàõîäèì:

Qαβ ∂

∂t
Gβγ +Qαβuν

∂

∂xγ
Gβγ +

∂uν

∂xγ
QαβGβν = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöû Q̂ è Ĝ âçàèìíî îáðàòíû, ñâîðà÷èâàÿ
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî èíäåêñàì α è γ, ïðåîáðàçóåì åãî ê
ñëåäóþùåìó âèäó:

∂

∂t
ln det Ĝ+ uγ

∂

∂xγ
ln det Ĝ+

∂uγ

∂xγ
= 0,

èëè
∂

∂t
det Ĝ+

∂

∂xγ

(
uγ det Ĝ

)
= 0. (68)

Ýòî óðàâíåíèå áóäåò èãðàòü ðîëü óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ ρ = det Ĝ. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèå (66), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå u áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ýéëåðà ñ íóëåâûìè âíåøíèìè ñèëàìè è
ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ, åñëè åãî êîìïîíåíòû áóäóò ïðîèçâîëüíûìè
ôóíêöèÿìè êîìïîíåíò ïîëÿ A, ò.å.

uα = −Qαβ ∂Aβ

∂t
= Uα(A). (69)

Ïîñëåäíþþ ñîâîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ïîëå A äëÿ
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òîãî, ÷òî áû ïîëå u, çàäàííîå ñ ïîìîùüþ (65), óäîâëåòâîðÿëî
óðàâíåíèÿì Ýéëåðà:

ut + (u,∇)u = 0. (70)

Óðàâíåíèÿ (69) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂Aα

∂t
+

∂Aα

∂xβ
Uβ(A) = 0. (71)

Ïîëó÷åííóþ ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèåì Ýéëåðà (70) è óðàâíåíèåì
(71) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà [?].
Êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (71) ïðè ëþáûõ çàäàííûõ ôóíêöèÿõ
U = U(A) áóäåò äàâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (70).

Ñîäåðæàòåëüíûì ÷àñòíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð
âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ A â âèäå ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè
T :

Aα = T,α =
∂T

∂xα
. (72)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà áûëà ñîâìåñòíà, ïîëå
U = (U1, U2, U3) äîëæíî èìåòü îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà, êîòîðûå
äîïóñêàëè áû îáùèé èíòåãðàë äëÿ âñåõ òðåõ óðàâíåíèé. Ýòî
âîçìîæíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ H(Tx, Ty, Tz), ÷òî:

Uα =
∂H

∂T,α
. (73)

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ T äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîìó
óðàâíåíèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

Tt = H(Tx, Ty, Tz) + C(t), (74)

ãäå C(t) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà

ê óðàâíåíèÿì (70) íåîáõîäèìî äîáàâèòü óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ
ìàññû. Â ñèëó (66) óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè óäîâëåòâîðÿåò áîëåå
îáùàÿ ôóíêöèÿ, ÷åì ρ. Ïðÿìîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
ëþáàÿ ôóíêöèÿ:

ϱ = R(A) det(Ĝ). (75)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè:

∂ϱ

∂t
+ div(ϱu) = 0. (76)
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Îêîí÷àòåëüíî ñîáèðàÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîå äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç
äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå A óðàâíåíèÿ (71) ñ ïîìîùüþ
ïîäñòàíîâêè (69) îïðåäåëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå u óðàâíåíèé Ýéëåðà
(70) è (76) äëÿ ïëîòíîñòè æèäêîñòè (75).

Âñÿ ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíûì âûáîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ U(A) è ôóíêöèè
R(A), êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò êîìïîíåíò âñïîìîãàòåëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ A. Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïî
ñåé âèäèìîñòè, íå ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñêëþ÷àþùåå
ôóíêöèþ R(A) èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (70) è (76).

Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè (ϱ = ϱ0 = const):

ut + (u,∇)u = 0, divu = 0.

ïîëó÷àþòñÿ â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, åñëè ïîòðåáîâàòü:

R(A) det Ĝ = ϱ0 = const.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå òèïà Ìîíæà-
Àìïåðà [12].

8 Òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ âÿçêîé

ñæèìàåìîé æèäêîñòè

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (25) äëÿ âÿçêîãî òå÷åíèÿ â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïîëå ñêîðîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

uα = Uα(A)− ν
∂ ln ϱ

∂xα
, (77)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå:

∂

∂t
ln ϱ+ uβ

∂

∂xβ
ln ϱ+

∂uβ

∂xβ
= 0, (78)

âûòåêàþùåå èç (76), ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x, ïîëó÷àåì:

∂

∂t

∂ ln ϱ

∂xα
+ uβ

∂

∂xβ
∂ ln ϱ

∂xα
+

∂uβ

∂xα
∂ ln ϱ

∂xβ
+

∂

∂xα
∂uβ

∂xβ
= 0.
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Ýòî òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè óðàâíåíèå äëÿ u ê ñëåäóþùåìó
âèäó:

∂uα

∂t
+ uβ

∂uα

∂xβ
=

ν

ϱ

∂

∂xβ

(
ϱ
∂uβ

∂xα

)
. (79)

Óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ A â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì:

∂Aα

∂t
+

∂Aα

∂xβ
Uβ(A) = νGαβ

∂ ln ϱ

∂xβ
.

Óðàâíåíèå (79) â ïðàâîé ÷àñòè ñîäåðæèò âûðàæåíèå, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü ñèëû, îáóñëîâëåííîé âÿçêîñòüþ ñðåäû.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ýòîé ñèëû íåîáõîäèìî
äîïîëíèòü ïðåäñòàâëåíèå (77) åùå îäíèì ñëàãàåìûì.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (67) ïî êîîðäèíàòàì xγ :(
∂

∂t

∂

∂xγ
Gαβ + uν

∂

∂xν
∂

∂xγ
Gαβ

)
+ (80)

+

(
∂

∂xβ
Gαν

∂uν

∂xγ
+

∂

∂xγ
Gαν

∂uν

∂xβ

)
+

∂uµ

∂xγ∂xβ
Gαµ = 0.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óìíîæèì íà ìàòðèöó Q̂ ñëåâà è
ïðåîáðàçóåì åãî ê ñëåäóþùåìó âèäó:(

∂

∂t

[
Qαµ ∂

∂xγ
Gµβ

]
+ uν

∂

∂xν

[
Qαµ ∂

∂xγ
Gµβ

])
−

− ∂

∂xγ
Gµβ

(
∂

∂t
+ uν

∂

∂xν

)
Qαµ + (81)

+Qαµ
(

∂

∂xβ
Gµν

∂uν

∂xγ
+

∂

∂xγ
Gµν

∂uν

∂xβ

)
+

∂uα

∂xγ∂xβ
= 0.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ìàòðèöû Ĝ è Q̂ âçàèìíî îáðàòíû: ĜQ̂ = Î.
Èñõîäÿ èç (67), (76) è âçàèìíîé îáðàòíîñòè ìàòðèö Q̂ è Ĝ, íàõîäèì
óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû Q̂:(

∂

∂t
+ uγ

∂

∂xγ

)
Qαβ − ∂uα

∂xγ
Qγβ = 0. (82)

Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (81) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:(
∂

∂t

[
Qαµ ∂

∂xγ
Gµβ

]
+ uν

∂

∂xν

[
Qαµ ∂

∂xγ
Gµβ

])
− ∂

∂xγ
Gµβ

∂uα

∂xν
Qνµ +

+Qαµ
(

∂

∂xβ
Gµν

∂uν

∂xγ
+

∂

∂xγ
Gµν

∂uν

∂xβ

)
+

∂uα

∂xγ∂xβ
= 0. (83)
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Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò òðè ñâîáîäíûõ èíäåêñà.
Ñâîðà÷èâàÿ (83) ïî èíäåêñàì α è β, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
âûðàæåíèþ:(

∂

∂t

[
Qαβ∆Aβ

]
+ uγ

∂

∂xγ

[
Qαβ∆Aβ

])
+∆uα + fα = 0, (84)

ãäå

fα = −∂uα

∂xν
Qνµ∆Aµ + 2Qαµ ∂

∂xβ
Gµν

∂uν

∂xβ
(85)

Ñîîòíîøåíèå (84) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå ñêîðîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

uα = Uα(A)− νQαβ∆Aβ , (86)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà:

∂uα

∂t
+ uβ

∂uα

∂xβ
= ν∆uα + νfα,

ñ îáúåìíîé ñèëîé ñ êîìïîíåíòàìè (85).
Óìíîæàÿ (84) íà ϱ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ

âÿçêîé æèäêîñòè â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∂

∂t
(ϱuα) +

∂

∂xβ
(ϱuαuβ) =

∂

∂xβ

(
νϱ

∂uα

∂xβ

)
+ Fα, (87)

ãäå

Fα = νϱfα − ν
∂uα

∂xβ
∂ϱ

∂xβ
.

Óðàâíåíèå (86), èñïîëüçóÿ èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëÿ u,
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∂Aα

∂t
+ Uβ(A)

∂Aα

∂xβ
= ν∆Aα.

Îáúåäèíÿÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (86) è (77), ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå,
åñëè ïîëå u ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

uα = Uα(A)− νQαβ∆Aβ − ν
∂ ln ϱ

∂xα
, (88)

îíî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü �ïîëíîìó� óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà:

∂

∂t
(ϱuα) +

∂

∂xβ
(ϱuαuβ) =

∂

∂xβ

(
νϱ

[
∂uα

∂xβ
+

∂uβ

∂xα

])
+ Fα, (89)
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ãäå F òîæå, ÷òî è â (87), à óðàâíåíèå äëÿ A ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä:

∂Aα

∂t
+

(
Uβ(A)− ν

∂ ln ϱ

∂xβ

)
∂Aα

∂xβ
= ν∆Aα. (90)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ôîðìå
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 3. Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (90) ñâÿçàíî ñ
ðåøåíèåì óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñæèìàåìîé æèäêîñòè (89) è
(76) ñîîòíîøåíèÿìè (88) è (75).

9 Òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ ñ ãðàäèåíòîì

äàâëåíèÿ

Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûìè òå÷åíèÿìè â òðåõìåðíîì ñëó÷àå
ìîæíî òàê æå ââåñòè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ýéëåðîâîé
ñêîðîñòè, êîòîðîå áóäåò ó÷èòûâàòü íàëè÷èå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíîå ïîëåA çàâèñèò ÿâíî
îò òðåõ íåïðåðûâíûõ ïàðàìåòðîâ ξa, a = 1, 2, 3:

Aα = Aα(x, t, z), z = (ξ1, ξ2, ξ3).

Äèôôåðåíöèðóÿ (78) ïî ïàðàìåòðàì z è t, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì
òîæäåñòâàì:

∂

∂t

∂ ln ϱ

∂ξa
+ uβ

∂

∂xβ
∂ ln ϱ

∂ξa
= −1

ϱ

∂

∂xβ

(
ϱ
∂uβ

∂ξa

)
,

∂

∂t

∂ ln ϱ

∂t
+ uβ

∂

∂xβ
∂ ln ϱ

∂t
= −1

ϱ

∂

∂xβ

(
ϱ
∂uβ

∂t

)
,

êîòîðûå àíàëîãè÷íû (24) è (31). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ýéëåðîâîé ñêîðîñòè u:

uα = Uα(A)− νQαβ∆Aβ − ν
∂ ln ϱ

∂xα
+ q(z)

∂ ln ϱ

∂ξα
+ s

∂ ln ϱ

∂t
,

ãäå q(z) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ z, à s - ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âåêòîðíîå ïîëå B
ñ êîìïîíåíòàìè Ba = Ba(x, t, z), ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂Bβ

∂xa
= q(z)ϱ

∂uβ

∂ξa
+ sϱ

∂uβ

∂t
. (91)

21



Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ u ïðèìåò âèä óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà:

∂

∂t
(ϱuα)+

∂

∂xβ
(ϱuαuβ) =

∂

∂xβ

(
νϱ

[
∂uα

∂xβ
+

∂uβ

∂xα

])
− ∂P

∂xα
−Fα (92)

ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ P :

P =
∂Bβ

∂xβ
.

Óðàâíåíèå äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ A áóäåò òåïåðü òàêèì:

∂Aα

∂t
+

(
Uβ(A)− ν

∂ ln ϱ

∂xβ
+ q(z)

∂ ln ϱ

∂ξβ
+ s

∂ ln ϱ

∂t

)
∂Aα

∂xβ
= ν∆Aα.

Óðàâíåíèÿ (91) èíòåãðèðóþòñÿ, îäíàêî òðóäíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
òàêîãî ïîäõîäà â ðàçìåðíîñòè áîëüøå 1 ñîñòîèò â òîì,
÷òî äàâëåíèå, êàê ïðàâèëî, äîëæíî çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì
ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà, ñâÿçûâàþùåãî äàâëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ñðåäû
è ýíòðîïèåé (èëè òåìïåðàòóðîé). Ïîýòîìó â òðåõìåðíîì ñëó÷àå
äàííûé ïîäõîä òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

10 Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûå ïîñòðîåíèÿ äàþò îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå
ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà è ÷àñòè÷íî î ñòðóêòóðå ðåøåíèé
óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Â óðàâíåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé
Tx â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è A â òðåõìåðíîì (äâóìåðíûé ñëó÷àé
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî), âõîäÿò ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè
(U(A), R(A) è ò.ä.), ÷òî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àòü
íîâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé, ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùèì
îáðàçîì ýòè ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Õîòÿ â ðàçâèòîì ïîäõîäå
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà ñ íóëåâûìè
îáúåìíûìè ñèëàìè è ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ, òåì íå ìåíåå, äàííûé
ìåòîä ïîçâîëÿåò ââîäèòü â ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðèçàöèè ïîëÿ
ñêîðîñòè äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ìîãóò ïîçâîëèòü
ïàðàìåòðèçîâàòü âíåøíèå îáúåìíûå ñèëû ñ îïðåäåëåííûìè
ñâîéñòâàìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå äâóìåðíûõ óðàâíåíèé
Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, êîòîðûå îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàëèñü
â äàííîé ðàáîòå, ìîãóò ïîÿâèòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè
óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé è òåì ñàìûì
ïîëó÷àòü ñîäåðæàòåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 08-
01-97013-ð_ïîâîëæüå_à.
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