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Â ðàáîòå èçëàãàåòñÿ íîâàÿ êîíöåïöèÿ òîïîëîãî-ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé

ìåõàíèêè. Ñïåöèàëüíûé âûáîð ãåîìåòðè÷åñêèõ ìàðêåðîâ ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü êâàíòîâóþ ìåõà-

íèêó ñ òîïîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ïîñòðîèòü ýëåêòðîäèíàìèêó

ñ öåëî÷èñëåííûìè òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè. Ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ïðèîáðåòàåò ñòàòóñ òîïîëî-

ãè÷åñêîãî çàðÿäà â ôîðìå ãåîìåòðè÷åñêè âûäåëåííûõ îáëàñòåé ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ

îòëè÷íîé îò íóëÿ êðèâèçíîé. Ââîäèòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÷àñòèö è ïðîâîäèòñÿ

åå ñîïîñòàâëåíèå ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöàìè. Ïðåäëàãàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

áàðèîííîãî çàðÿäà.

1 Ââåäåíèå

Îñíîâíûå ïðîáëåìû, êîòîðûå ñòîÿò ïåðåä ýëåêòðîäèíàìèêîé, êàê êëàññè÷åñêîé, òàê è

êâàíòîâîé, ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì ôàêòàì. Ïåðâûé ôàêò ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ýëåêòðîíû è äðóãèå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû â êâàíòîâîé òåîðèè èçíà÷àëü-

íî îïðåäåëÿþòñÿ êàê òî÷å÷íûå îáúåêòû. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü ôîðìóëèðîâêó ñòàòè-

ñòè÷åñêîãî ïîñòóëàòà, â êîòîðîì ìîäóëü êâàäðàòà âîëíîâîé ôóíêöèè ñâÿçûâàåòñÿ ñ

ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â óêà-

çàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòóëàò îäíîçíà÷íî òðàêòóåò ÷àñòèöó êàê

òî÷å÷íûé îáúåêò. Íàäåëåííûå ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì, òàêèå îáúåêòû ñîçäàþò âîêðóã
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ñåáÿ ýëåêòðè÷åñêîå êóëîíîâñêîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü è ïîòåíöèàë êîòîðîãî ñòðåìÿòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäà. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê áåñêî-

íå÷íîé âåëè÷èíå ýíåðãèè ïîëÿ òàêèõ çàðÿäîâ. Ðàññìàòðèâàåìîå èíîãäà ïðîñòîå ðåøåíèå

ýòîé ïðîáëåìû, ñâÿçàííîå ñ ââåäåíèåì ÷àñòèö êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòåé è ýíåðãèé ïîëÿ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íå òîëüêî

ïîñòóëèðóåìîé òî÷å÷íîñòè ÷àñòèö, íî è ýêñïåðèìåíòàëüíîìó ôàêòó êðàòíîñòè çàðÿ-

äà ÷àñòèö çàðÿäó ýëåêòðîíà. Äëÿ ïðîòÿæåííûõ îáúåêòîâ îòñóòñòâóþò íåýêçîòè÷åñêèå

ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðîòÿæåííûé çàðÿä áóäåò èìåòü âñåãäà âåëè÷èíó ñòðîãî êðàòíóþ

âåëè÷èíå çàðÿäà ýëåêòðîíà.

Îäíà èç çàìå÷àòåëüíûõ èäåé �çàðÿäà áåç çàðÿäà�, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî èçáà-

âèòüñÿ îò êóëîíîâñêèõ ðàñõîäèìîñòåé â ýíåðãèè, áûëà ïðåäëîæåíà Óèëåðîì è Ìèçíåðîì

[1, 2, 3]. Èõ èäåÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè îáëàñòåé ñî ñëîæíîé òîïîëîãèåé (ðó÷êè Óèëå-

ðà), â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò òî÷å÷íûå çàðÿäû, õîòÿ äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ îáëàñòü

ïðîñòðàíñòâà áóäåò âûãëÿäåòü êàê äâà îáúåêòà, çàðÿæåííûõ ïðîòèâîïîëîæíî. Îáëàñòè

ñî ñëîæíîé òîïîëîãèåé òèïà ðó÷åê Óèëåðà îáëàäàþò çíà÷èòåëüíîé êðèâèçíîé, ÷òî ñ

òî÷êè çðåíèÿ Îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ) îçíà÷àåò íàëè÷èå áîëüøîé ïëîò-

íîñòè ýíåðãèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìàññó òàêèõ îáúåêòîâ. Õîòÿ ýòà èäåÿ èìååò öåëûé

ðÿä íåäîñòàòêîâ, òåì íå ìåíåå îíà çàëîæèëà îñíîâû èìåííî òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ê

âîçìîæíîé ôîðìóëèðîâêå ïðîáëåì òåîðèè êâàíòîâûõ ÷àñòèö (ñì. íàïðèìåð, [4, 5, 6]).

Áëàãîäàðÿ ýòîìó òîïîëîãè÷åñêèå çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ýëåìåíòîâ êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ [7].

Èäåÿ Óèëåðà è Ìèçíåðà âûðîñëà íà àíàëèçå âîçìîæíûõ ñëåäñòâèé ÎÒÎ äëÿ ìà-

ëûõ ìàñøòàáîâ, íà êîòîðûõ äèíàìèêà óïðàâëÿåòñÿ çàêîíàìè êâàíòîâîé òåîðèè. Ýòà

îáëàñòü ìàñøòàáîâ èçíà÷àëüíî â ðàìêàõ ÎÒÎ íå ðàññìàòðèâàëàñü êàê îòäåëüíàÿ ïðî-

áëåìà. Îäíàêî ñ ðàçâèòèåì êâàíòîâîé òåîðèè ñòàëî ÿñíî, ÷òî ïðè ïëîòíîñòÿõ ýíåð-

ãèè, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñòðóêòóðû íóêëîíîâ, íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ äîëæíû ïðîÿâëÿòüñÿ

ýôôåêòû êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ñîãëàñîâàíèå òî÷åê çðåíèÿ ÎÒÎ è êâàíòî-

âîé òåîðèè íà óðîâíå ñòðóêòóðû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñóùåñòâåííûìè

òðóäíîñòÿìè è äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåðåøåííîé çàäà÷åé. Âîçìîæíîå îáúÿñíåíèå ýòèõ

òðóäíîñòåé ÎÒÎ ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñî ñëîæíîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà íà ìàëûõ

ìàñøòàáàõ è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à î ñîãëàñîâàíèè ÎÒÎ ñ êâàíòîâûìè

çàêîíàìè íà îñíîâå èõ èíòåðïðåòàöèè êàê ïðîÿâëåíèé ýòîé ñëîæíîé òîïîëîãèè. Â òà-

êîì ïîäõîäå òåîðèÿ ãðàâèòàöèè íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, îñíîâàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè

ÎÒÎ î íååâêëèäîâîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, äîëæíà ÿâëÿòüñÿ ïðîäîëæåíèåì êâàíòî-
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âûõ çàêîíîâ â íîâîé òîïîëîãè÷åñêîé èõ èíòåðïðåòàöèè â ôîðìå �îñòàòî÷íîé� êðèâèçíû

ïðîñòðàíñòâà íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ.

Ñëåäóÿ îáùåé èäåå ïðèâëå÷åíèÿ òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñâîéñòâ

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, â ðàáîòàõ [8, 9, 10] áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ

ñòðóêòóðû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, îñíîâàííûé íà òîïîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ýëåê-

òðè÷åñêîãî çàðÿäà è äðóãèõ çàðÿäîâûõ ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè, áàðèîííîãî çàðÿäà. Îñíîâ-

íîé ñìûñë ââåäåííûõ â ýòèõ ðàáîòàõ ïîñòóëàòîâ ñîñòîèò â ïðîñòîé òîïîëîãè÷åñêîé

èíòåðïðåòàöèè ñòðóêòóðû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, êàê ýëåìåíòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóê-

òóðû ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ôîðìå ãèïåðïîâåðõíîñòè

â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè ðàâíîé 4. ×àñòèöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáëàñòü 3-õ-ìåðíîãî

ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé äâóìåðíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõ-

íîñòüþ. Âñå òàêèå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé

òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû (ñì. íàïðèìåð,[11, 12]), êàê ñôåðà ñ g âêëååííûìè â íåå ðó÷-

êàìè. Â ðåçóëüòàòå, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëíîñòüþ îïèñàòü òîïîëîãè÷åñêè âñå òèïû

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Îñíîâíîé ñìûñë èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì,

÷òî â åãî ðàìêàõ êëàññèôèêàöèÿ ÷àñòèö âûãëÿäèò åñòåñòâåííî è ñîîòâåòñòâóåò îñíîâ-

íûì çàðÿäîâûì ñâîéñòâàì ÷àñòèö.

Åùå îäíèì âàæíûì ýëåìåíòîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ïîëó÷èòü íîâîå òîïîëîãî-ãåîìåòðè÷åñêîå òîëêîâàíèå êâàíòîâûõ çàêîíîâ. Â

ýòîì îòíîøåíèè äàííàÿ òåîðèÿ íàïîìèíàåò òåîðèþ ñî ñêðûòûìè ïàðàìåò-

ðàìè. Îäíàêî ïîÿâëÿþùèåñÿ â äàííîé ðàáîòå ñêðûòûå ïàðàìåòðû èìåþò

èíóþ ïðèðîäó, ÷åì ïàðàìåòðû, êîòîðûå ðåãëàìåíòèðóþòñÿ èçâåñòíîé òåîðå-

ìîé Íåéìàíà [13]. Ñìûñë íîâûõ ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ â òîì, ÷òî îíè ñóùå-

ñòâåííî íå ëîêàëüíû, â òî âðåìÿ, êàê â òåîðåìå Íåéìàíà ñêðûòûå ïàðàìåòðû

ëîêàëüíû. Ñóùåñòâîâàíèå òåîðèé ñ íåëîêàëüíûìè ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè

áûëî îòìå÷åíî ðàíüøå (ñì. [14]). Ïðîèëëþñòðèðîâàòü äåéñòâèå ââîäèìûõ

íåëîêàëüíûõ (òîïîëîãè÷åñêèõ) ïàðàìåòðîâ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî-

ïîëîãè÷åñêàÿ ïåðåñòðîéêà ìîæåò áûòü ñëåäñòâèåì ëîêàëüíîãî èçìåíåíèÿ

ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, íåïðåðûâíîå ñáëèæåíèå äâóõ ìàêñè-

ìóìîâ ôóíêöèè, êîòîðàÿ â äàííîé òåîðèè îïèñûâàåò ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà,

íå ìåíÿåò åãî òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå ñîëüþòñÿ.

Ïðè ñëèÿíèè ìàêñèìóìîâ èñ÷åçàåò îäèí èç íèõ è, âîçìîæíî, ñåäëîâàÿ òî÷êà

ìåæäó íèìè. Îäíàêî òàêîå ëîêàëüíîå èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ïðèâîäèò ìãíî-

âåííî ê ãëîáàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ïåðåñòðîéêå ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ê èçìå-
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íåíèþ ãëîáàëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ åãî ñâîéñòâ. Íà ìèêðîóðîâíå ýòî äîëæíî

âûãëÿäåòü êàê ìãíîâåííîå èçìåíåíèå êâàíòîâûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû. Ïîýòîìó

êîëëàïñ âîëíîâîé ôóíêöèè â äàííîé òåîðèè ñâÿçûâàåòñÿ ñ òîïîëîãè÷åñêèìè

ïåðåñòðîéêàìè ñòðóêòóðû ñèñòåìû â ìîìåíò èçìåðåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîò

ýëåìåíò ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà è äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü �ðàöèîíàëü-

íîå� îáúÿñíåíèå ïðîåêöèîííîãî ïîñòóëàòà - êîëëàïñà âîëíîâîé ôóíêöèè â

ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèÿ. Ïîñêîëüêó ìû ïîëó÷àåì âñåãäà â êâàíòîâîì

ýêñïåðèìåíòå óñðåäíåííûå ïàðàìåòðû ñèñòåì, òî òîïîëîãè÷åñêèå ïåðåñòðîé-

êè âûãëÿäÿò êàê ìãíîâåííûå ñòÿãèâàíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ê îáíàðóæåí-

íîìó ñîñòîÿíèþ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä ðàçâèâàåòñÿ è óòî÷íÿåòñÿ. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ

ýëåêòðîäèíàìèêè c öåëî÷èñëåííûìè òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷

äàííîé ðàáîòû ÿâëÿëîñü ïîñòðîåíèå òîïîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî çà-

ðÿäà â ñî÷åòàíèè ñ îáîñíîâàíèåì åå â ðàìêàõ êâàíòîâîé òåîðèè. Â ïåðâûõ ðàçäåëàõ

äàííîé ðàáîòû ïðîâåäåí âûâîä óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ïîçâîëÿþùèé â äàëüíåéøåì

ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷àåìûå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû êàê îáúåêòû êâàíòîâîé òåîðèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèâëå÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ê îáîñíîâàíèþ êâàí-

òîâûõ çàêîíîâ ðàññìàòðèâàëîñü è ðàíüøå (ñì. íàïðèìåð, [15] è áèáëèîãðàôèþ òàì).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé òåîðèè,

îñíîâàííûé íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ëàãðàíæåâûõ ìàðêåðàõ. Ýòî ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ââåñòè ïëîòíîñòü ëàãðàíæåâûõ ìàðêåðîâ è ñ åå ïîìîùüþ ïîñòðîèòü óñðåäíåí-

íîå îïèñàíèå äèíàìèêè ÷àñòèö è ñâÿçàííîå ñ íèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà çàðÿæåííûõ

÷àñòèö.

2 Ôîíîâàÿ ãåîìåòðèÿ è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñî ñâîéñòâàìè òî÷åíûõ çàðÿäîâ, ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ âáëèçè òî÷å÷íîãî çàðÿäà

ïðîñòðàíñòâî èìååò íåêîòîðóþ êðèâèçíó è ÿâëÿåòñÿ íååâêëèäîâûì. Âìåñòå ñ òåì, ëî-

êàëüíîå óâåëè÷åíèå êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ âîñïðèíèìàåòñÿ íàìè

êàê óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ìàòåðèè âáëèçè ýòîé òî÷êè, â òî âðåìÿ êàê íàøè

ïðåäñòàâëåíèÿ î ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà îñòàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ

�ôîíîâûì� îêðóæàþùèì íàñ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì P 3 ðàçìåðíîñòè d = 3. Â ðå-

çóëüòàòå ó íàñ âîçíèêàåò ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåíåíèé ôè-
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çè÷åñêèõ âåëè÷èí âáëèçè òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîíîâîìó ïðîñòðàíñòâó,

à íå ðåàëüíîìó - ôèçè÷åñêîìó. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû ìîæåì îáðàòèòüñÿ ê ïðåäñòàâ-

ëåíèþ òàêîé ñèòóàöèè ñ ïîìîùüþ òåðìèíîâ âíåøíåé ãåîìåòðèè. Ïîëîæèì, ÷òî íàøå

ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî V 3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïîâåðõíîñòü òðåõ èçìåðåíèé â

îáúåìëþùåì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå W 4, èìåþùåì ðàçìåðíîñòü d = 4. Òàêàÿ ãè-

ïåðïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè âûñîòû F = F(x, t), ò.å. ñ

ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

u = F(x, t), (1)

ãäå u - äîïîëíèòåëüíàÿ ÷åòâåðòàÿ êîîðäèíàòà â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå W 4 =

Tu × P 3, à x = (x, y, z) - äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â îðòîãîíàëüíîé ê íàïðàâëåíèþ u ãè-

ïåðïëîñêîñòè â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôîíîâîå åâ-

êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ïîêà ïîëàãàòü, ÷òî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ

ïðîèñõîäÿò ñ òàêèìè ñêîðîñòÿìè, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðåëÿòèâèñòñêèìè ýôôåêòàìè.

Ïîýòîìó âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ââåäåííîé êîíñòðóêöèè îòìåòèì, ÷òî

â îáû÷íîì ñìûñëå ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ èìåííî �îáúåìëþùåå� ïðîñòðàí-

ñòâî ðàçìåðíîñòè 4 (èëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ðàçìåðíîñòè 5). Ñëîâà �â îáû÷-

íîì ñìûñëå � çäåñü ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

àðåíà, íà êîòîðîé ðàçâîðà÷èâàåòñÿ äåéñòâèå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Ýòî ïðî-

ñòðàíñòâî ïîëàãàåòñÿ åâêëèäîâûì. Èìåííî ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì ìû ñâÿçû-

âàåì ñâîè èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îò÷åòà, ò.å. ñèñòåìû îòñ÷åòà, ïðèâÿçàííûå

ê óäàëåííûì îáúåêòàì (çâåçäàì. ãàëàêòèêàì è.ò.ä.). Òî ïðîñòðàíñòâî, êîòî-

ðîå ìû íàáëþäàåì â ôîðìå 3-õ ìåðíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, èìåþùåé êðèâèçíó, â ýòîì îáúåìëþùåì ïðî-

ñòðàíñòâå. Âûäåëåíèå òàêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ôèçè÷åñêè ìîæåò áûòü ñâÿ-

çàíî òîëüêî ñ íåêîòîðîé åå �ìàòåðèàëüíîñòüþ�. Ñìûñë ýòîé ìàòåðèàëüíîñòè

(èç ÷åãî îíà ñîñòîèò) ïîêà íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü èëè îáúÿñíÿòü,

ïîñêîëüêó íà äàííîì ýòàïå âàæíà ëèøü åå ãåîìåòðè÷åñêàÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ôèçè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè V 3 èìååòñÿ âûäåëåííàÿ êðè-

âîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò e = (e1, e2, e3), êîòîðàÿ íåêîòîðûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ

ôèçè÷åñêè çíà÷èìûìè ýëåìåíòàìè âíåøíåé ãåîìåòðèè V 3, êàê ãèïåðïîâåðõíîñòè âW 4,

ñìûñë êîòîðûõ áóäåò óòî÷íåí â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ òåîðèè. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà êî-
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îðäèíàò e ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè âûäåëåííîé, òî äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå:

x → e ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé:

ea = ea(x, t).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåùåíèå ýëåìåíòîâ âíåøíåé ãåîìåòðèè (è, ñîîòâåòñòâåííî, âíóò-

ðåííåé) ïî îòíîøåíèþ ê ôîíîâîìó ïðîñòðàíñòâó P 3 áóäåò âîñïðèíèìàòüñÿ íàìè êàê

èçìåíåíèå ôóíêöèé ea(x, t) â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè. Âîçíèêàåò âîïðîñ - êàêèì îáðà-

çîì ìîæíî ñâÿçàòü îáùèå èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò ea ñ ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

íàáëþäàåìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å ìîæíî ëè

ïðèäàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèÿì ea(x, t) èëè âåëè÷èíàì, ñ íèìè ñâÿçàííûìè?

3 Èçìåíåíèå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ñî âðåìåíåì

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, êîòîðûì ìîæíî íàäåëèòü ôóíêöèè ea(x, t), ðàñ-

ñìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå V(x, t) ñ êîìïîíåíòàìè V α = V α(x, t), α = 1, 2, 3 â ïðîåêöèè

íà ôîíîâîå ïðîñòðàíñòâî P 3, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé:

∂ea

∂t
+ V β ∂e

a

∂xβ
= 0, a = 1, 2, 3. (2)

Ïîëå V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëå ïåðåíîñà êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî äå-

êàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñèñòåìû îòñ÷åòà) x ôîíîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Óðàâíåíèå

(2) âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ℑ : x → e(x, t) íå âûðîæäåíî, ïîçâî-

ëÿåò îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü ïîëå V ÷åðåç ôóíêöèè ea(x, t):

V α = −∂x
β

∂ea
∂ea

∂t
.

Óñëîâèå íå âûðîæäåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ℑ ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó íóëþ ÿêîáèàíà

ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ J :

J = det
(
∂ea/∂xα

)
. (3)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëå V àíàëîãè÷íî ïî ñâîåìó ñìûñëó ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ïîëþ ýéëåðî-

âûõ ñêîðîñòåé ïåðåíîñà ëàãðàíæåâûõ ìàðêåðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîîðäèíàòàìè ea. Ôàêòè-

÷åñêè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â íàøåì ïîäõîäå êîîðäèíàòû ea åñòü ëàãðàíæåâû ìàð-

êåðû íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîåêöèè

íà ôîíîâîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Èç (2) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ÿêîáèàíà J . Äèôôåðåíöèðóÿ (2) ïî êîîðäè-

íàòàì x, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

∂

∂t

∂ea

∂xα
+

∂

∂xα

(
V β ∂e

a

∂xβ

)
= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò:
∂xα

∂ea
∂

∂t

∂ea

∂xα
+
∂xα

∂ea
∂

∂xα

(
V β ∂e

a

∂xβ

)
= 0.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Jα
a = ∂xα/∂ea è Ja

α = ∂ea/∂xα âçàèìíî îáðàòíû, òî èìååì ñëåäóþ-

ùèå òîæäåñòâà:

∂xα

∂ea
∂

∂t

∂ea

∂xα
=

1

|J |
∂|J |
∂t

,
∂xα

∂ea
∂

∂xα

(
V β ∂e

a

∂xβ

)
= V β 1

|J |
∂|J |
∂xβ

+
∂

∂xβ
V β.

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå íà ÿêîáèàí J :

∂

∂t
|J |+ ∂

∂xβ

(
V β|J |

)
= 0. (4)

Ýòî ñîîòíîøåíèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå J ñî âðåìåíåì. Ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé

ñìûñë ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè V0 ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, ãðàíèöà êîòîðîé çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôèêñèðîâàííûõ âî âðåìåíè óðàâíåíèé â êîîð-

äèíàòàõ e, îáðàçîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü V0 â ôîíîâîì ïðîñòðàíñòâå, âûïîëíÿåòñÿ

çàêîí ñîõðàíåíèÿ: ∫
V0

|J |dxdydz =
∫
D0

de1de2de3 = |V0| = const. (5)

Çäåñü D0 - îáðàç îáëàñòè V0 â äåêàðòîâîé êàðòå êîîðäèíàò e, à |V0| - âåëè÷èíà îáúåìà
îáëàñòè D0, ñîîòâåòñòâóþùåé V0.

Ðàññìîòðèì îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà V 3, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (5), Ýòî óñëî-

âèå áóäåì íàçûâàòü äàëåå óñëîâèåì íîðìèðîâêè. Íà P 3 îáðàçû ãðàíèö òàêèõ îáëàñòåé

â òåðìèíàõ ãèäðîäèíàìèêè ñâÿçàíû æåñòêî ñ ëàãðàíæåâûìè ìàðêåðàìè ea. Íà ýòèõ

îáëàñòÿõ ôóíêöèÿ |J | ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîõðàíÿþùóþñÿ â ñèëó (4) è (5) ïëîòíîñòü

ìàðêåðîâ. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàðêåðàìè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ãåîìåò-

ðè÷åñêèå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà V 3, òî |J | ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ïëîòíîñòü ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîìó ôîíîâîìó ïðîñòðàí-

ñòâó. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü íàáîð èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îáëàñòåé V0, êî-

òîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷àñòèö. Íà êàæäîé òàêîé

îáëàñòè ñ ÿêîáèàíîì J ìîæíî ñâÿçàòü èíâàðèàíòíóþ îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ
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âåëè÷èí Q(x, t), ñâÿçàííûõ ñ ôîíîâûì ïðîñòðàíñòâîì è îïðåäåëåííûõ íà ýòèõ îáëàñòÿõ

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé:

Q =
∫
V0

Q(x, t)J̃dV , (6)

ãäå

J̃ =
1

|V0|
|J |,

∫
V0

J̃dV = 1. (7)

Â ÷àñòíîñòè, èìååì:

Xα = xα =
∫
Vi

xαJ̃dV. (8)

Âåëè÷èíû X = x = (x1, x2, x3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñðåäíèå êîîðäèíàòû �÷àñòè-

öû�, äâèæóùåéñÿ â îáëàñòè V0 è âìåñòå ñ íåé. Äèíàìèêà òàêîãî äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü

îïèñàíà â òåðìèíàõ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòü äâè-

æåíèÿ ÷àñòèöû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Uα(t) =
dXα

dt
=

d

dt
xα =

∫
V0

xα
∂J̃

∂t
dV = −

∫
V0

xαdiv(J̃V)dV +
∫

∂V0

xαvβdσβ.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå (4) äëÿ J è óñëîâèå, ÷òî òî÷êè êðàÿ îáëàñòè V0 ïåðåìåùà-

þòñÿ êàê îáðàçû òî÷åê ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè V0 â V
3. Ïîýòîìó ïîëå v ñ êîìïîíåíòàìè

vβ ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþV íà êðàå îáëàñòè. Âû÷èñëÿÿ ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé èíòåãðàë,

íàõîäèì:

V
α
=

d

dt
xα =

∫
V0

V αdV +
∫

∂V0

xα(vβ − V β)dσβ.

Ïîëàãàÿ vβ = V β, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ãðàíèö îáëàñòè îïèñûâàåòñÿ

ïîëåì V β, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ðàâåíñòâó:

Uα =
d

dt
xα =

dXα

dt
=
∫
V0

V αJ̃dV . (9)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ �÷àñòèöû� ðàâíà óñðåäíåííîé ñêîðîñòè ïå-

ðåíîñà êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò, ò.å. ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ, âûäåëÿþùèõ ÷àñòèöó

êàê îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì óñêîðåíèå ÷àñòèöû:

d

dt
Uα =

∫
V0

(
∂V α

∂t
J̃ + V α∂J̃

∂t

)
dV +

∫
∂V0

V αvβdσβ =

=
∫
V0

(
∂V α

∂t
J̃ − V αdiv(J̃V)

)
dV +

∫
∂V0

V αvβdσβ =

=
∫
V0

(
∂V α

∂t
+ V β ∂V

α

∂xβ

)
J̃dV +

∫
∂V0

V α(vβ − V β)dσβ.
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Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:

dUα

dt
=
d2Xα

dt2
=
∫
Vi

(
∂V α

∂t
+ V β ∂V

α

∂xβ

)
J̃dV. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå óñêîðåíèå �÷àñòèöû�, êàê îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ðàâíî óñðåä-

íåííîìó ýéëåðîâó óñêîðåíèþ ïîòîêà, ñâÿçàííîãî ñ V .

4 Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ óñðåäíåííîé äèíàìèêè

Ñîîòíîøåíèå (10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ Íüþòîíà �÷àñòèöû�, ñâÿçàííîé

ñ îáëàñòüþ V0, äèíàìèêà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óñðåäíåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà V. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áóäåò îáîñíîâàííîé, åñëè

óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîòîêàV ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåð-

ìèíàõ èçâåñòíûõ ñèëîâûõ ïîëåé - ýëåêòðîìàãíèòíîãî è, âîçìîæíî, ãðàâèòàöèîííîãî.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå èçâåñòíîå â ãèäðîäèíàìèêå òîæäåñòâî äëÿ ýéëåðîâà

óñêîðåíèÿ:
dV α

dt
≡ ∂V α

∂t
+ V β ∂V

α

∂xβ
=

1

2

∂|V|2

∂xα
−
[
V × rotV

]
+
∂V α

∂t
. (11)

Ïðåäñòàâèì ïîëå V ôîðìàëüíî â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ:

V = −γ0A+∇χ. (12)

Ìíîæèòåëü γ0 ââåäåí äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåé èíòåðïðåòàöèè. Ïîäñòàâëÿÿ (12) â òîæ-

äåñòâî (11), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó åãî ïðåäñòàâëåíèþ:

dV α

dt
≡ ∂V α

∂t
+ V β ∂V

α

∂xβ
=

∂

∂xα

(
1

2
|V|2 + ∂χ

∂t
+ γ0Φ

)
+ γ0

[
V × rotA

]α
− γ0

(
∂Aα

∂t
+
∂Φ

∂xα

)
.

(13)

Çäåñü ââåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Φ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò òåïåðü ôîðìàëüíî èäåí-

òèôèöèðîâàòü ýëåìåíòû ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êàê ïàðàìåòðû íåêîòîðîãî ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eα = −∂A
α

∂t
− ∂Φ

∂xα
, Bα = rotA.

Â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâî (13) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, îïÿòü æå ôîðìàëüíî, êàê óðàâ-

íåíèÿ Ýéëåðà äèíàìèêè çàðÿæåííîé æèäêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé B è ýëåê-

òðè÷åñêîì ñ íàïðÿæåííîñòüþ E. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ìû ìîæåì òåïåðü
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ââåñòè óñðåäíåííîå (ìàêðîñêîïè÷åñêîå) ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñ ïàðàìåòðàìè

A =
∫
Vi

AJ̃dV, B =
∫
Vi

BJ̃dV, E =
∫
Vi

EJ̃dV.

Ýòî ïîçâîëÿåò �ìèêðîñêîïè÷åñêèå� ïîëÿ A, B, E ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = A+A′, B = B+B′, E = E+ E′.

Çäåñü A′, B′, E′ - ïîëÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Â ðåçóëüòàòå, ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåãî óñêî-

ðåíèÿ ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

d

dt
V = γ0E− γ0

[
V ×B

]
−∇XU + Fq. (14)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûãëÿäèò êàê óðàâíåíèå Íüþòîíà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ

â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå {B, E} è äîïîëíèòåëüíîì êîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñ ïîòåíöèà-

ëîì U:

U(X, t) =
∑
|k|=0

1

|k!|
∂|k|U(X)

∂Xk1
1 ∂X

k2
2 ∂X

k3
3

Mk(t).

Çäåñü

U(x, t) =
1

2
|V|2 + χt + γ0Φ, (15)

k = (k1, k2, k3) - ìóëüòèèíäåêñ, |k| = k1 + k2 + k3, |k!| = k1!k2!k3!,

Mk =Mk1k2k3(t) =
∫
Vi

(x1 −X1)k1(x2 −X2)k2(x3 −X3)k3 J̃dV

Äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà Fq, èìåþùàÿ âèä:

Fα
q =

∫
Vi

γ0
[
V′ ×B′

]α
J̃dV,

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôëóêòóàöèîííàÿ äîáàâêà, àíàëîãè÷íàÿ äîáàâêàì, âîçíèêà-

þùèì â êâàíòîâîé òåîðèè ïðè âûâîäå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé èç îïåðàòîðíûõ óðàâíå-

íèé.

Ñëåäóÿ ýòîé îáùåé èäåîëîãèè, ìû ìîæåì óêàçàòü è îáùèé âèä èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé Íüþòîíà. Ñîãëàñíî (6) äëÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû Q èìååì

dQ

dt
=
∫
Vi

(
∂Q

∂t
+ V α ∂Q

∂xα

)
J̃dV = 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîõðàíÿþòñÿ âñå âåëè÷èíû Q, êîòîðûå èìåþò �ìèêðîñêîïè÷åñêèé�

îáðàç Q(x, t), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ:

∂Q

∂t
+ V α ∂Q

∂xα
= 0.

Â ñèëó (2) âñå òàêèå ôóíêöèè äîëæíû èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Q(x, t) = Q
(
e1(x, t), e2(x, t), e3(x, t)

)
,

ò.å. ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî êîîðäèíàò e.

Ïðîâåäåííûå ïîñòðîåíèÿ äåìîíñòðèðóþò, ÷òî â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà,

êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèò-

íîì ïîëÿõ, âîñïðîèçâîäèòñÿ â ïîëíîì îáúåìå. Îäíàêî äëÿ åãî îáîñíîâàíèÿ ñ òî÷êè

çðåíèÿ òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàìêàõ ýòîãî æå ïîä-

õîäà ìîæíî âîñïðîèçâåñòè è îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè.

5 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (15) íå êàê îïðåäåëåíèå ôóíêöèè U , à êàê óðàâíåíèå äëÿ

ôóíêöèè χ:

χt +
1

2

(
|∇χ|2 + 2γ0(A,∇χ) + γ20 |A|2

)
+ γ0Φ− U = 0. (16)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ïî ôîðìå óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè çàðÿæåííîé

÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A, ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåí-

öèàëîì Φ è íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì U , ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïàðàìåòð

γ0 âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: γ0 = e/mc, ãäå e - çàðÿä ýëåêòðîíà, m - åãî ìàññà, à c

- ñêîðîñòü ñâåòà. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ñâÿçàíî ñ óðàâíå-

íèåì Øðåäèíãåðà. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòó ñâÿçü, ôóíêöèþ U ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

äâóõ ñëàãàåìûõ:

U =
h̄2

2

∆|J |
|J |

+ UG.

Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (16) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

χt +
1

2

(
|∇χ|2 + 2γ0(A,∇χ) + γ20 |A|2

)
+ γ0Φ− h̄2

2

∆|J |
|J |

+ UG = 0.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì (4), ïðÿìîé ïðîâåðêîé (ñì., íàïðèìåð,

[?]) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ =
√
|J |eiχ/h̄ (17)
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå:

ih̄
∂ψ

∂t
=

1

2

(
− ih̄∇− γ0A

)2
ψ +

(
γ0Φ− UG

)
ψ = 0. (18)

Â ýòîì óðàâíåíèè åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì, êîòîðûé âûçûâàåò íåêîòîðûå çàòðóäíåíèÿ

ñ èíòåðïðåòàöèé, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë UG. Ïîñêîëüêó â äàííîì óðàâíåíèè íåò ïîêà ýëå-

ìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ñâÿçàòü ñ ÿäåðíûìè ñèëàìè (ñèëüíûìè è ñëàáûìè),

òî åäèíñòâåííîé ðàçóìíîé èíòåðïðåòàöèåé ýòîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ åãî ñâÿçûâàíèå

ñ ñèëàìè òÿãîòåíèÿ. Îäíàêî ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïîñêîëüêó èíòåðïðåòàöèÿ âñåõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ (18) íå ñîñòàâëÿåò òðóäà (ïîñëå

ñäåëàííûõ êîììåíòàðèåâ â îòíîøåíèè ïîòåíöèàëà UG), ýòî óðàâíåíèå â äåéñòâèòåëü-

íîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îäíîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â

îáëàñòè V0, êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå îòðàæàåò èçìåíåíèÿ ëîêàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðèñòèê ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñîïðÿæåííîé îáëàñòè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà V0. Äåéñòâèòåëüíî, êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ðàâåí ÿêîáèàíó îòîáðàæå-

íèÿ ℑ, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêèé ýêâèâàëåíò ñòàòèñòè÷åñêîãî ïî-

ñòóëàòà. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåííàÿ ñâÿçü ìåæäó óñðåäíåííîé äèíàìèêîé òàêèõ ÷àñòèö â

ôîðìå îáû÷íûõ óðàâíåíèé Íüþòîíà è óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà, îáåñïå÷èâàåò âûïîëíå-

íèå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ è òåîðåìû Ýðåíôåñòà. Ëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, êîòîðîìó íåîáõîäèìî äàòü â ðàìêàõ

äàííîãî ïîäõîäà ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

6 Ãåîìåòðè÷åñêèé ìàðêåð è çàêîí Êóëîíà â êðèâîëè-

íåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñòàëà äåéñòâèòåëüíî ïîëíîé,

íåîáõîäèìî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû ÷àñòèö è óêàçàòü ÿâíî òå ãåîìåòðè÷åñêèå õà-

ðàêòåðèñòèêè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìàðêåðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ea

â ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè, ñ êîòîðîé ìû èìååì äåëî â êâàíòîâûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

Ïóñòü íà ôîíîâîé ãèïåðïëîñêîñòè P 3 â îêðåñòíîñòè çàäàíà ôóíêöèÿ âûñîòû F ôè-

çè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè V 3. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà

[16], ò.å. îíà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè. Â

äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ôóíêöèþ ôóíäàìåíòàëüíûì ïîòåíöèàëîì. Ñâÿæåì
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ñ ôóíêöèåé F âûäåëåííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

∂xβ

∂ea
∂F
∂xβ

= εea, a = 1, 2, 3. (19)

Çäåñü ε = ±1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, äîñòèãàåò ëè F ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà â òî÷êå

P0(x0, t) ñ êîîðäèíàòàìè x0, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì íà÷àëà êîîðäèíàò ea, ò.å òî÷êè, â

êîòîðîé ea(x0, t) = 0. Ýòî îçíà÷àåò:

ε = sign det

(
∂2F

∂xα∂xβ

)∣∣∣∣∣
P0

. (20)

Òî, ÷òî F äîñòèãàåò â òî÷êå P0 ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà, ñëåäóåò èç (19). Äåéñòâè-

òåëüíî, ñëåäñòâèåì (19) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

∂F
∂xβ

= ε
∂ea

∂xβ
ea = ε

∂|e|2

∂xβ
.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè P0 ôóíêöèÿ F èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F = ε|e(x)|2/2 + F0, (21)

ãäå F0 - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â òî÷êå P0(x0): e(x0) = 0, íàõî-

äèì, ÷òî F0 = F(x0), è ôóíêöèÿ F(x) â òî÷êå x0 äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,

ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ε, îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (20).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîÿñíèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë âûáîðà â êà÷åñòâå ñâÿçè ìåæäó ôóíê-

öèåé F è ea(x, t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (19) èëè åå ýêâèâàëåíòà (21), ïîêàæåì, ñëåäóÿ

[8, 9, 10], ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ñ ôóíêöèåé F åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçûâàåòñÿ ïî-

ëåâàÿ ñòðóêòóðà, ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå òî÷å÷íûõ öåëî÷èñëåííûõ çàðÿäîâ, äèíàìèêà

êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Ðàññìîòðèì íà äåêàðòîâîé êàðòå ñèñòåìû êîîðäèíàò e ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∂

∂ea

(
ea

|e|3

)
= 4πδ(e). (22)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè îò êîîðäèíàò e ê �ôîíîâûì� äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì x ýòî òîæ-

äåñòâî ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

1

|J |
∂

∂xα

(
|J | Eα

|e(x)|3

)
= 4πδ(e(x)). (23)

Çäåñü |e|2 = eaea = (e1)2+(e2)2+(e3)2 - êâàäðàò äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà e íà äåêàðòîâîé

êàðòå,

Eα =
∂xα

∂ea
ea,
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J - ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò e → x:

J = det

(
∂ea

∂xα

)
.

Ïîëå ñ êîìïîíåíòàìè Eα ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eα =
∂xα

∂ea
∂xβ

∂ea
∂F
∂xβ

,

Äëÿ ea èìååòñÿ òîæäåñòâî:

ea =
1

2

∂|e|2

∂ea
,

Èñõîäÿ èç ýòîãî òîæäåñòâà è óñëîâèÿ (19), íàõîäèì:

Eα =
∂ea

∂xα
ea =

1

2

∂ea

∂xα
∂|e|2

∂ea
=

1

2

∂|e|2

∂xα
= ε

∂F
∂xα

. (24)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ñ êîìïîíåíòàìè Eα ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ñ ïîòåíöèàëîì ðàâ-

íûì F = ε|e(x)|2/2+F0, è îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà.

Ïðè ýòîì ïîëå D èç (23) ñ êîìïîíåíòàìè:

Dα =
|J |
|e|3

γαβEβ, (25)

ãäå

γαβ =
dxα

dea
dxβ

dea

èìååò êóëîíîâñêóþ îñîáåííîñòü, çíàê çàðÿäà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ε. Òåí-

çîð γαβ - îïèñûâàåò àíèçîòðîïèþ â ôîðìå ïîëÿ âáëèçè êóëîíîâñêîé îñîáåííîñòè, ñâÿ-

çàííóþ ñ ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìîé ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ýòî ëåãêî ïðîâåðÿ-

åòñÿ ïðè ñäåëàííîì âûøå òðåáîâàíèè, ÷òî e = e(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè e = 0 ÿâëÿþòñÿ

ãëàäêèìè. Â ñèëó (21):

|e|2 = 2|F − F0|. (26)

Ýòî ñîîòíîøåíèå óêàçûâàåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îòîáðàæåíèÿ ℑ : x → e. Èç íåãî

ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èçîïîâåðõíîñòü ôóíêöèèF , ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ ýòîé ôóíê-

öèè F1, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P0 îòîáðàæàåòñÿ â äâóìåðíóþ ñôåðó ðàäèóñà

R =
√
2|F1 −F0| íà äåêàðòîâîé êàðòå ñèñòåìû êîîðäèíàò ea.

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (26) ñîîòíîøåíèå (25) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì

âèäå:

Dα =
|J |

|2(F − F0)|3/2
εγαβ∇βF = |J |∇βΦc, (27)
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êîòîðîå áóäóò èñïîëüçîâàíî äàëåå. Çäåñü

Φc =
ε

|2(F − F0)|1/2
. (28)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè P0, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì íà÷àëà êîîð-

äèíàò ea, óðàâíåíèå (23) ýêâèâàëåíòíî ïåðâîìó óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà äëÿ èíäóêöèè

òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ðàñïîëîæåííîãî â ýòîé òî÷êå. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé è,

èñõîäÿ èç ñâîéñòâ δ-ôóíêöèè Äèðàêà, â îêðåñòíîñòè òî÷êè P0 èìååì:

δ(e(x)) =
1

|J |
δ(x− x0). (29)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (23) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∂

∂xα

(
|J |γαβ Eβ

|2(F − F0)|3/2

)
= 4πεδ(x− x0). (30)

èëè

divD = 4πεδ(x− x0). (31)

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëÿ ýëåêòðè÷å-

ñêîé èíäóêöèè òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ôîíîâîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó ýòîãî

âåêòîðíîå ïîëå èíäóêöèèD â îêðåñòíîñòè òî÷êè e = 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

Dα = |J |γαβ Eβ

|2(F − F0)|3/2
=
εrα

|r|3
+ [roth]α, (32)

ãäå h - íåêîòîðîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, r = x − x0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âèä ïîëÿ

èíäóêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ôîíîâîì ïðîñòðàíñòâå îòëè÷àåòñÿ îò ñòðîãî

êóëîíîâñêîãî çàêîíà íà äîáàâî÷íîå ïîëå roth, äèâåðãåíöèÿ êîòîðîãî ñòðîãî ðàâíà íóëþ,

÷òî â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå òðàêòóåòñÿ êàê íàëè÷èå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðîâåäåííûå ïîñòðîåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óðàâíåíèÿ (19) è èõ èíòåãðàë (21) ñâÿ-

çûâàþò ýëåìåíòû àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ôóíêöèè F - åå ýêñòðåìóìû, ñ òî÷å÷íûìè

ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè, ïîëå èíäóêöèè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ

òåîðèè Ìàêñâåëëà. Ñîãëàñíî (21), ôèçè÷åñêèìè ìàðêåðàìè, ê êîòîðûì ïðèâÿçàíà ñè-

ñòåìà êîîðäèíàò ea â òàêîì ïîäõîäå, ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìóìû ôóíêöèè F , âîñïðèíèìà-
åìûå êàê òî÷å÷íûå çàðÿäû, è åå èçîïîâåðõíîñòè, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèè ñ (21) îòîá-

ðàæàþòñÿ â ñôåðû êîíå÷íîãî ðàäèóñà. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

ýëåìåíò âíåøíåé ãåîìåòðèè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, èìåííî, êàê ôóíêöèÿ âûñîòû,

òî ìû ïîëó÷àåì æåëàåìóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè,
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îïèñàííîé â ïåðâûõ ðàçäåëàõ äàííîé ñòàòüè. Îòìåòèì, ÷òî â ïðèíöèïå â ðàìêàõ äàí-

íîé òåîðèè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü íåèçîëèðîâàííûå ýêñòðåìóìû ôóíê-

öèè F . Òàêèå ñòðóêòóðû áóäóò ïîðîæäàòü íåòî÷å÷íûå ñèíãóëÿðíûå èñòî÷íèêè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðèÿõ (

ñì., íàïðèìåð,[17, 18]). Îäíàêî, â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ìîæíî òàêèå ñòðóêòóðíûå

ýëåìåíòû íå ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó íåòî÷å÷íûå ýêñòðåìóìû è ñåäëîâûå òî÷êè ÿâëÿ-

þòñÿ òîïîëîãè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè è óñòðàíÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè øåâåëåíèÿìè

(áåñêîíå÷íî ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè) ôóíêöèè F [11, 16], ïîñêîëüêó ôóíêöèè Ìîðñà

îáðàçóþò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé.

7 Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãëàäêîé ôóíêöèè è òî÷å÷íûå

çàðÿäû

Êîíñòðóêöèÿ ñâÿçûâàíèÿ êîîðäèíàò ea ñ ýëåìåíòàìè àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà F îïðåäåëåíà, ïîêà ïî îòäåëüíîñòè, â êàæäîé îêðåñòíîñòè åå

ýêñòðåìóìîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè �÷àñòèö� íà âñåì ôèçè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè íà âñå ôèçè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî V 3 è ôîíîâîå ïðîñòðàíñòâî V3.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ F , êàê ôóíêöèÿ Ìîðñà, èìååò ýêñòðåìóìû â òî÷êàõ Pi ñ

êîîðäèíàòàìè xi, â êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íîëü âñå åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå:

∂F
∂xα

∣∣∣∣∣
Pi

= 0, (33)

Ñðåäè òî÷åê, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (33), èìåþòñÿ è ñåäëîâûå òî÷êè, êîòîðûå

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Si. Â ñîâîêóïíîñòè âñå òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(33), ïðèíÿòî íàçûâàòü êðèòè÷åñêèìè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèÿ Ìîðñà, â òîì ÷èñëå

F , îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè (â òîì ÷èñëå è

ñåäëîâûå åå òî÷êè) èìåþò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò äðóãèå åå êðèòè÷åñêèå

òî÷êè [16, 19]. Ñåäëîâûå òî÷êè è ýêñòðåìóìû â òåîðèè Ìîðñà [16, 19] ìîæíî ðàçëè÷àòü ñ

ïîìîùüþ èíäåêñà Ìîðñà m. Èíäåêñ Ìîðñà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí ÷èñëó îòðèöàòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé

êðèòè÷åñêîé òî÷êå, ò.å. ìàòðèöû:

M
(i)
αβ =

(
∂2F

∂xα∂xβ

)∣∣∣∣∣
x=xi

.
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Äëÿ ìèíèìóìà m = 0, äëÿ ìàêñèìóìà m = 3, à äëÿ äâóõ òèïîâ ñåäëîâûõ òî÷åê, ñîîò-

âåòñòâåííî, m = 1, 2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîâåäåííûìè ïîñòðîåíèÿìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â îêðåñòíî-

ñòè êàæäîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè F , ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå Pi ñóùåñòâóåò ñèñòåìà

êîîðäèíàò ea(x, t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (19):

∂xα

∂ea
∂F
∂xα

= εie
a, (34)

ãäå εi âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

εi = sign det

(
∂2F

∂xα∂xβ

)∣∣∣∣∣
Pi

. (35)

àíàëîãè÷íîìó (20). Ïðè ýòîì â ýòîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè Pi áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèå:

F = εi
1

2
|e|2 + Fi, (36)

ãäå Fi = F(xi) - çíà÷åíèå ôóíêöèè F â ýêñòðåìóìå. Â ýòîé æå îêðåñòíîñòè äëÿ ïîëÿ

D:

D =
|J |
|e|3

εγαβ∇βF , (37)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (31). Åñëè îáúåäèíèòü äàííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âñåõ

îêðåñòíîñòåé òî÷åê Pi, ìîæíî çàïèñàòü:

divD = 4π
∑
i

εiδ(x− xi). (38)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè ñâÿçè ìåæäó F è ea íà âñå ïðîñòðàíñòâî P 3 è,

ñîîòâåòñòâåííî, V 3, íåîáõîäèìî â ïåðâóþ î÷åðåäü óñòàíîâèòü íàñêîëüêî äàëåêî ìîæíî

íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü îêðåñòíîñòè êàæäîãî ýêñòðåìóìà Pi, â êîòîðûõ ýòè ñîîòíî-

øåíèÿ ñâÿçè çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ áåç íàðóøåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ea(x, t). Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü, àíàëèçèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (21) â îêðåñòíîñòè êàæäîãî ýêñòðåìóìà. Êàæäûé

ýêñòðåìóì ôóíêöèè F ñî çíà÷åíèåì â ýêñòðåìóìå, ðàâíûì Fi, îòîáðàæàåòñÿ â íà÷àëî

êîîðäèíàò äåêàðòîâîé êàðòû ñèñòåìû êîîðäèíàò ea òàê, ÷òî âñå èçîïîâåðõíîñòè ôóíê-

öèè F , ëåæàùèå âáëèçè äàííîãî ýêñòðåìóìà, îòîáðàæàþòñÿ â êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1). Â ñèëó ýòîãî, îòîáðàæåíèå ℑ : x → e

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîëèñòíûì. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èçîïîâåðõíîñòü ôóíêöèè F îòîáðàæàåòñÿ

â êîíöåíòðè÷åñêóþ ñôåðó ðàäèóñà Ri(F) =
√
2|F − Fi| íà äåêàðòîâîé êàðòå ñèñòåìû

êîîðäèíàò ea, òî îñòàåòñÿ ðåøèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äëÿ êàæäîãî ýêñòðåìóìà
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Ðèñ. 1. Äâóìåðíûé àíàëîã îòîáðàæåíèÿ èçîïîâåðõíîñòåé ôóíêöèè F â

êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè íà äåêàðòîâîé êàðòå e. P0 - ýêñòðåìóì è åãî îáðàç íà

êàðòå e

ïðåäåëüíîé èçîïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ â ñôåðó. Òàêîé îñîáîé èçîïîâåðõ-

íîñòüþ ñîãëàñíî òåîðèè Ìîðñà [16, 19], ìîæåò áûòü òîëüêî îñîáàÿ èçîïîâåðõíîñòü, íà

êîòîðîé ëåæèò õîòÿ áû îäíà ñåäëîâàÿ òî÷êà (ñì. ðèñ. 2), ëèáî èçîïîâåðõíîñòü, ñîäåð-

æàùàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Ñîãëàñíî òåîðèè Ìîðñà, îñîáàÿ èçîïîâåðõíîñòü

îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå êëåòîê, ò.å îò-

êðûòûõ ìíîæåñòâ, òîïîëîãè÷åñêè äèôôåîìîðôíûõ øàðó êîíå÷íîãî ðàäèóñà. Â êàæäîé

òàêîé êëåòêå íàõîäèòñÿ ïî îäíîìó ýêñòðåìóìó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè èñêëþ÷èòü

èç àíàëèçà îñîáûå èçîïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, òî âñå

îñòàâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà êëåòêè, îãðàíè÷åííûå îñîáûìè èçîïîâåðõíî-

ñòÿìè, ïðè ýòîì â êàæäîé èç êëåòîê ìîæíî íåïðåðûâíî çàäàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò ea,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçè (19) è (21).

Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå îñîáûìè èçîïîâåðõíîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè Ìîðñà ìîæíî âêëþ÷èòü â ðàññìàò-

ðèâàåìóþ îáùóþ ñõåìó. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, êîãäà ôóíêöèÿ F èìååò

òîëüêî äâà ýêñòðåìóìà - ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ê ïðîñòðàíñòâó

P 3, êîòîðîå ìû ðàññìàòðèâàåì êàê åâêëèäîâî, è, ñîîòâåòñòâåííî, V 3, äîáàâèòü áåñêî-

íå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Òàêàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé [12]. Â ýòîì

ñëó÷àå èçîïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, ïðåâðàùàåòñÿ ëèáî

â äâóìåðíóþ ñôåðó, êàê ýòî èìååò ìåñòî â îïèñàííîì ñëó÷àå ñ äâóìÿ ýêñòðåìóìàìè
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Ðèñ. 2. Äâóìåðíûé àíàëîã ôóíêöèè F ñ ñåäëîâîé òî÷êîé S1. P1 è P2 - ýêñòðåìóìû,

ëåæàùèå âíóòðè êëåòîê, îãðàíè÷åííûõ îñîáîé èçîïîâåðõíîñòüþ. Îñîáàÿ

èçîïîâåðõíîñòü âûäåëåíà æèðíîé ëèíèåé.

(Ðèñ. 2)- ìàêñèìóìîì è ìèíèìóìîì F , ëèáî â îñîáóþ èçîïîâåðõíîñòü ñ õîòÿ áû îäíîé

ñåäëîâîé òî÷êîé. Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà âûâîäîâ â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíèå èçî-

ïîâåðõíîñòåé ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Êðîìå ýòîãî,

íèæå áóäåò äàíî åùå îäíî ïðîñòîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé.

Ïîýòîìó ìû íå áóäåì åãî ïîäðîáíî ðàçáèðàòü â äàííîé ðàáîòå.

8 Îñîáûå èçîïîâåðõíîñòè è òî÷å÷íûå çàðÿäû

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðîáëåìû ïðîäîëæåíèÿ îñòàåòñÿ ðåøèòü âîïðîñ î òîì, êàê ñëåäóåò äî-

îïðåäåëèòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (38) íà îñîáûõ èçîïîâåðõíîñòÿõ, ÷òîáû ýòî óðàâíå-

íèå èìåëî ñìûñë âåçäå íà P 3 è V 3. Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà è äðóãèì ïóòåì -

èìåííî ââåäåíèåì íåêîòîðûõ óíèâåðñàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà îñîáûõ èçîïîâåðõ-

íîñòÿõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ñøèâàòü îòäåëüíûå êîîðäèíàòíûå êàðòû

ea, çàäàííûå â îêðåñòíîñòè êàæäîãî ýêñòðåìóìà ñîîòíîøåíèÿìè (19) è (21). Îäíàêî âî-

ïðîñ óòî÷íåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (38) ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì, ïîñêîëüêó óêàçûâàåò

â äåéñòâèòåëüíîñòè âåëè÷èíó çàðÿäà â ëþáîé îáëàñòè, âêëþ÷àþùåé îñîáûå èçîïîâåðõ-

íîñòè è ñåäëîâûå òî÷êè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî ïðèìåðà îáëàñòü Vi, ñîäåðæàùóþ äâà ýêñòðåìóìà
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Ðèñ. 3. Âèä îñîáîé èçîïîâåðõíîñòè âáëèçè ñåäëîâîé òî÷êè.

â òî÷êàõ P1 è P2 è îãðàíè÷åííóþ îñîáîé èçîïîâåðõíîñòüþ ôóíêöèè F . Íà ýòîé îñîáîé
èçîïîâåðõíîñòè ëåæèò ñåäëîâàÿ òî÷êà S1. Äâóìåðíûé àíàëîã òàêîé ñòðóêòóðû ôèçè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâåäåí íà Ðèñ.2. Ïóñòü íà ýòîé îñîáîé èçîïîâåðõíîñòè ôóíêöèÿ

F ïðèíèìàåò çíà÷åíèå F (s)
i . Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîé îáëàñòè ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 3.

Â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (19). Ïî îïðåäåëåíèþ â ñåä-

ëîâîé òî÷êå âñå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F îáðàùàþòñÿ â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ ℑ : x → e íå âûðîæäåíà, òî â ïðåäåëå ê òî÷êå Si

èìååì:

lim
x→x(Si)

ea = εi lim
x→x(Si)

(
∂xβ

∂ea
∂F
∂xβ

)
= 0.

Çäåñü x(S1) - êîîðäèíàòû òî÷êè S1 â Vi. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðîäîëæàÿ óðàâíåíèå

(19) â ñåäëîâóþ òî÷êó ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ÷àñòè òîæäåñòâà (22)

ïîñëå åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â êîîðäèíàòû ôîíîâîãî ïðîñòðàíñòâà äîëæåí ïîÿâèòüñÿ äî-

ïîëíèòåëüíûé òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â ôîðìå δ-ôóíêöèè, â ñèëó òîãî, ÷òî â ýòîé òî÷êå

ea(x(Si), t) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè (22) ñîäåðæèòñÿ δ-ôóíêöèÿ δ(e). Ïîýòî-
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ìó â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè, íå ñîäåðæàùåé äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, èìååì:

δ(e(x, t)) =
1

|J(xi(Si))|
δ(x− x(Si)).

Îäíàêî âîçíèêàåò âîïðîñ - êàêîé çíàê ε(S1) íåîáõîäèìî âûáðàòü â óðàâíåíèè (19) â

îêðåñòíîñòè ýòîé ñåäëîâîé òî÷êè. Åñëè ïðèáëèæàòüñÿ ê íåé èçíóòðè îáëàñòè Vi îò

ýêñòðåìóìà P1 èëè P2, òî, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3, ýòîò çíàê áóäåò ðàâåí ε = +1. Ñàì

âûáîð çíàêà îïðåäåëåí óñëîâíî è ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìàì F â òî÷êàõ P1 è P2. Åñëè

æå ïîäõîäèòü ê S1 èçâíå, òî çíàê ÷èñëà ε áóäåò îáðàòíûì ε = −1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â

îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè S1 óðàâíåíèå ñâÿçè (19) íåîáõîäèìî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:
∂xβ

∂ea
∂F
∂xβ

= εae
a, (39)

ãäå âûáîð çíàêà äëÿ êàæäîãî èíäåêñà ñâîé è îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ïî êàêîé êîîðäèíàòå,

ïðèáëèæàÿñü ê òî÷êå ea = 0, ôóíêöèÿ F â êîîðäèíàòàõ ea äîñòèãàåò ìàêñèìóìà èëè

ìèíèìóìà. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (39) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

F = εi
1

2

(
(e1)2 − (e2)2 − (e3)2

)
+ F (s)

i . (40)

Çäåñü εi = ±1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîãî òèïà èíäåêñ Ìîðñà èìååò ñåäëîâàÿ òî÷êà,

èìåííî εi = (−1)m, ãäå m - èíäåêñ Ìîðñà ñåäëîâîé òî÷êè. Ïðè ýòîì

εj = sign det

(
∂2F

∂xα∂xβ

)∣∣∣∣∣
Sj

. (41)

Èñïîëüçóÿ òàêèå îáîçíà÷åíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (19) è (39), à òàê æå (21)

è (40), èìåþò îáùèé âèä.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü âîïðîñ îá îêîí÷àòåëüíîì âèäå óðàâíåíèÿ (38) íà âñåì ôî-

íîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ó÷åòîì ñóùåñòâîâàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

âîïðîñ î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïîëÿ D îñîáûõ èçîïîâåðõíîñòåé. Êàê áûëî ïîêàçàíî, â

ñàìîé ñåäëîâîé òî÷êå ñòðóêòóðà îòîáðàæåíèÿ òàêîâà, ÷òî â ôîíîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòîé

òî÷êå, êàê è â ýêñòðåìóìàõ, îòâå÷àåò òî÷å÷íûé èñòî÷íèê - òî÷å÷íûé çàðÿä. Çíàê è âå-

ëè÷èíà ýòîãî çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ (41). Îáùèé æå çàðÿä â òåîðèè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïîëÿ D íà îñîáûõ èçîïîâåðõíîñòÿõ, ïîñêîëüêó ñ ôèçè÷å-

ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðàçðûâ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ D íà îñîáîé èçîïîâåðõíîñòè

ýêâèâàëåíòåí ïîÿâëåíèþ íà íèõ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà. Òàêèå çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ ëèøü

àðòåôàêòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ D íà îñîáûõ
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èçîïîâåðõíîñòÿõ ìû èñêëþ÷àåì èç òåîðèè íåôèçè÷åñêèå ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû è îáåñ-

ïå÷èâàåì âûïîëíåíèå íàáëþäàåìîé öåëî÷èñëåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ÷àñòèö. Â

ñèëó îïðåäåëåíèÿ (37), à òàêæå ãëàäêîñòè F è îðòîãîíàëüíîñòè ãðàäèåíòà ∇F îñîáîé

èçîïîâåðõíîñòè, óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè D íà íåé ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ:(
|J |

|e(x, t)|3

)∣∣∣∣∣
∂Vi+0

=

(
|J |

|e(x, t)|3

)∣∣∣∣∣
∂Vi−0

, (42)

ãäå ∂Vi + 0 - îçíà÷àåò ïðåäåë ñíàðóæè ê òî÷êàì îñîáîé èçîïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè Vi, à ∂Vi−0 - èçíóòðè. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè (42),

îáåñïå÷èâàþùåå îòñóòñòâèå ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ íà îñîáûõ èçîïîâåðõíîñòÿõ ïîçâî-

ëÿåò â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè D íà âñåì ôîíîâîì ïðîñòðàíñòâå çàïèñàòü

óðàâíåíèå:

divD = 4π
∑
i

εiδ(x− xi(Pi)) +
∑
j

εjδ(x− xi(Sj)), (43)

ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ èñêëþ÷èòåëüíî òî÷å÷íûå çàðÿäû, âåëè÷èíà è çíàê

êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäåêñà Ìîðñà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíäàìåíòàëüíîãî

ïîòåíöèàëà F :
εi = (−1)mi , (44)

ãäå mi - èíäåêñ Ìîðñà i-òîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè.

Àíàëèç è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (42) ìû îñòàâèì íà ïîòîì. Îò-

ìåòèì ëèøü, ÷òî ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ

óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ V, îïðåäåëÿþùåãî ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò ea(x, t)

íà ôîíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó (17) óñëîâèÿ (42) ñâîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîñòè îòíîøå-

íèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ ê ôóíêöèè |e(x, t)|3 = (2|F −Fi|)3/2, êîòîðàÿ
ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå çíà÷åíèé Fi â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ Vi èñïûòûâàåò ðàçðûâ íà îñî-

áîé èçîïîâåðõíîñòè (íåïðåðûâíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòóëàòó
íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè â êâàíòîâîé òåîðèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âûïîë-

íåíèÿ íåïðåðûâíîñòè êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè âûáîð çíà÷åíèÿ Fi äîëæåí

áûòü ñäåëàí óíèâåðñàëüíî äëÿ âñåõ îáëàñòåé Vi.

9 Ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ÷àñòèöû è òîïîëîãèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ãëóáîêî ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå âûòåêàþò èç âûâåäåííîãî â

ïðåäûäóùåì ðàçäåëå óðàâíåíèÿ (43). Íàèáîëåå âàæíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèé õàðàêòåð âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó óðàâíå-
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íèþ. Èíòåãðèðóÿ (43) ïî íåêîòîðîé îáëàñòè V ôîíîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Q =
1

4π

∫
V

divDdV =
1

4π

∫
∂V

(D,n)dσ =
N∑
i=1

(−1)mi , (45)

ãäå ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî âñåì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ôóíêöèè F . Âåëè÷èíà
Q â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ñóììàðíîãî çàðÿäà, ñîñðåäîòî÷åííîãî

â îáëàñòè V . Èñïîëüçóÿ (35) è (41), ïîëó÷àåì äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà Q ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå:

Q =
N∑
i=1

sign det

(
∂2F

∂xα∂xβ

)∣∣∣∣∣
Pi

, (46)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ôóíêöèè F . Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì [20] âåêòîðíîãî ïîëÿ E = ∇F , ðàâíûì ïîëî-

âèíå èíäåêñà ýòîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ∂V , îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü V . Åñëè âåêòîð-
íîå ïîëå E òðàíñâåðñàëüíî ïîâåðõíîñòè ∂V (ñì. [20]), ò.å. âñþäó íà ýòîé ïîâåðõíîñòè

íàïðàâëåíî ëèáî íàðóæó ëèáî âíóòðü îáëàñòè V , òî â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî òåîðåìå

Ïóàíêàðå-Õîïôà îá èíäåêñå ÷èñëî Q ðàâíî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ýéëåðîâîé õàðàêòå-

ðèñòèêå χ(V) îáëàñòè V [11, 20, 21]. Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è ñ ïîìîùüþ

òåîðåìû Ïóàíêàðå-Õîïôà îá èíäåêñå âåêòîðíîãî ïîëÿ (â äàííîì ñëó÷àå äëÿ E) íà îáëà-

ñòè V . ×àñòíûì ñëó÷àåì âûáîðà îáëàñòè V , íà ãðàíèöå êîòîðîé ïîëå E òðàíñâåðñàëüíî

∂V , òî÷íåå îðòîãîíàëüíî åé, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ èçîïîâåðõíîñòüþ ôóíê-

öèè F è, â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åííàÿ îñîáîé èçîïîâåðõíîñòüþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñîáûå

èçîïîâåðõíîñòè èãðàþò ðîëü âûäåëåííûõ ïîâåðõíîñòåé â ôîíîâîì ïðîñòðàíñòâå, êî-

òîðûå ðàçäåëÿþò åãî íà îòäåëüíûå êëåòêè, äèíàìèêà â êîòîðûõ îáîñîáëåíà ñ òî÷êè

çðåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (18), òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìåííî ýòè ïîâåðõ-

íîñòè ÿâëÿþòñÿ òåì ýëåìåíòîì ãåîìåòðèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî âûäåëÿòü â

ïðîñòðàíñòâå îòäåëüíûå îáëàñòè, êîòîðûå â ýêñïåðèìåíòå âåäóò ñåáÿ êàê ýëåìåíòàðíûå

÷àñòèöû. Ñëåäóÿ ýòîé ãèïîòåçå, áóäåì ïîíèìàòü ïîä îòäåëüíîé ÷àñòèöåé ãåî-

ìåòðè÷åñêè âûäåëåííóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíîé

îñîáîé èçîïîâåðõíîñòüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà F . Ïîñêîëüêó ãðàíèöû
îñîáûõ èçîïîâåðõíîñòåé âûäåëåíû íà V 3 óðàâíåíèÿìè âèäà:

e2 = R2 = const,

òî äëÿ íèõ âûïîëíåíî îñíîâíîå òðåáîâàíèå, êîòîðîå ïðåäúÿâëÿëîñü ïðè âûâîäå óðàâíå-

íèÿØðåäèíãåðà (18) äëÿ îáëàñòåé, èíòåðïðåòèðóåìûõ êàê îòäåëüíûå êâàíòîâûå ÷àñòè-
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öû. Ïîýòîìó ñôîðìóëèðîâàííîå ïîíÿòèå ÷àñòèöû àâòîìàòè÷åñêè ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâà

êâàíòîâûõ îáúåêòîâ, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ïðåäïîëîæåíèè, ïîñòðîèì êëàññèôèêàöèþ âîçìîæíûõ òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð ýòèõ îáëàñòåé è ñâÿæåì åå ñ âåëè÷èíîé ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà,

êîòîðûé òàêèå ÷àñòèöû áóäóò èìåòü. Ýòî ïîçâîëèò ñîïîñòàâèòü ýòó òîïîëîãè÷åñêóþ

êëàññèôèêàöèþ ðåàëüíûì ÷àñòèöàì è óñòàíîâèòü ñïîñîáíîñòü äàííîãî ïîäõîäà îáúÿñ-

íÿòü çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðåàëüíûìè ýëåìåíòàð-

íûìè ÷àñòèöàìè.

Îñíîâîé êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ â äàííîé òåîðèè ôîðìóëà, ÿâ-

ëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì (46), êàê îáúÿñíÿëîñü âûøå, ñâÿçûâàþùàÿ çàðÿä ÷àñòèöû ñ ýé-

ëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ îñîáûìè èçîïîâåðõíîñòÿìè:

Q = εχ(V), (47)

ãäå ε = ±1 - çíàê, îïðåäåëÿþùèéñÿ òåì, êàê íàïðàâëåíî ïîëå E íà ãðàíèöå ∂V îáëàñòè

∂V : ε = +1 â ñëó÷àå, åñëè E íà ∂V íàïðàâëåíî âåçäå íàðóæó, è ε = −1, åñëè âíóòðü.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çíàêà çàðÿäà â ðàìêàõ òðàêòîâêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà

F êàê ôóíêöèè âûñîòû ôèçè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â W 4, ñîñòîèò â íàïðàâëåíèè

�âûãíóòîñòè� ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â W 4 (ñì. Ðèñ. 5) ïî îòíîøåíèþ ê ôîíîâîé

ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèéMn îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé:

χ(Mn) =
n∑

i=1

(−1)ipi, (48)

ãäå pi - ðàçìåðíîñòè ãðóïï ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ Mn i-òîé ðàçìåðíîñòè (èëè ÷èñëà

Áåòòè) [20, 12]. Ýòà öåëî÷èñëåííàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì,

ò.å. íå çàâèñèò îò ãëàäêèõ äåôîðìàöèé ìíîãîîáðàçèÿ M3. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äâó-

ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ - èçîïîâåðõíîñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà, è òðåõìåðíûå

îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå ýòèìè èçîïîâåðõíîñòÿìè.

Èçîïîâåðõíîñòè ôóíêöèè Ìîðñà (âîçìîæíî, ïîñëå êîìïàêòèôèêàöèè) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé [16, 19] çàìêíóòûå (íå èìåþò ãðàíèö) äâóìåðíûå îðèåíòèðóåìûå (äâóñòîðîííèå)

ìíîãîîáðàçèÿ. Âñå òàêèå èçîïîâåðõíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ãëàäêèõ äåôîðìàöèé ýêâèâà-

ëåíòíû äâóìåðíîé ñôåðå ñ g ðó÷êàìè [11, 12]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé êëàññèôèêàöèåé

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà âñåõ äâóìåðíûõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ êîìïàêòíûõ ïî-

âåðõíîñòåé ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

χ(σ2
g) = 2(1− g). (49)
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Ïðè ýòîì p0 = 1, p1 = 2g, p2 = 1 [11]. Òàê äëÿ äâóìåðíîé ñôåðû σ2
0 = S2, ÷èñëî g

êîòîðîé ðàâíî 0, χ(σ2
0) = 2, äëÿ òîðà, ýêâèâàëåíòíîãî ïî îïðåäåëåíèþ ñôåðå ñ ÷èñëîì

ðó÷åê g = 1 χ(σ2
1) = 0, è äëÿ �êðåíäåëÿ� ñ g = 2: χ(σ2

2) = −2 è ò.ä.

Ñóùåñòâóåò îáùàÿ ôîðìóëà [11, 20], ñâÿçûâàþùàÿ Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè äâó-

ìåðíûõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé σ ñ ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

îáëàñòåé V , ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè σ = ∂V:

χ(V) = 1

2
χ(∂V). (50)

Ïîýòîìó âåëè÷èíà çàðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (47) â îáëàñòè îãðàíè÷åííîé èçîïîâåðõíî-

ñòüþ ôóíêöèè F , îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñòðóêòóðîé ãðàíèöû îáëàñòè, ò.å. ÷èñ-

ëîì g åå ðó÷åê, è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

Q =
ε

2
χ(∂V) = ε(1− g). (51)

Äëÿ îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñôåðîé, çàðÿä ìîæåò áûòü ðàâåí ±1: Q = ±1, äëÿ îáëàñòè,

îãðàíè÷åííîé òîðîì, çàðÿä ìîæåò áûòü íóëåâûì: Q = 0, äëÿ êðåíäåëÿ Q = ∓1, è

ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, çàðÿä ëþáîé ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñòðóêòóðîé åå

îñîáîé èçîïîâåðõíîñòè.

10 Êëàññèôèêàöèÿ ÷àñòèö

Ñòðóêòóðà ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ îïðåäåëåíèåì ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê ñòðóêòóðà

îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ íà ôîíîâîì ïðîñòðàíñòâå îñîáûìè èçîïîâåðõíîñòÿìè ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Îñîáàÿ èçîïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, ïîñêîëüêó íà

íåé ëåæàò ñåäëîâûå òî÷êè (ïî êðàéíåé ìåðå îäíà), â êîòîðîé èçîïîâåðõíîñòü èìååò

êîíóñíóþ îñîáåííîñòü (ñì. Ðèñ 3). Ïîýòîìó äëÿ êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðû îáëàñòåé Vi

óäîáíåå èñïîëüçîâàòü íå ñàìó ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè, à áåñêîíå÷íî áëèçêóþ èçîïîâåðõ-

íîñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðàÿ óæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé

è âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàíà êîìïàêòíîé (âîçìîæíî, ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû êîì-

ïàêòèôèêàöèè).

Ïóñòü çíà÷åíèå Fs ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóåò îñîáîé èçîïîâåðõ-

íîñòè ∂Vi, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè Vi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W+
i (δF) è

W−
i (δF) îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè ∂W+

i (δF) è ∂W−
i (δF), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èçîïîâåðõíî-

ñòÿìè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà ñ åãî çíà÷åíèÿìè Fs+δF è Fs−δF ñîîòâåòñòâåííî,
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ãäå δF > 0 - ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî. Â ñèëó òîãî, ÷òî F - ôóíê-

öèÿ Ìîðñà, âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè èçîëèðîâàíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáîé îñîáîé èçîïîâåðõíîñòè âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå

÷èñëî δF , ÷òî ïîâåðõíîñòè ∂W+
i (δF) è ∂W−

i (δF) áóäóò ñóùåñòâîâàòü è áóäóò ãëàäêèìè

îðèåíòèðóåìûìè. Ïîñêîëüêó, òîëüêî íåáîëüøîå ÷èñëî èçîïîâåðõíîñòåé ôóíêöèè Ìîð-

ñà ìîæåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü âåëè÷èíó

δF òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçîïîâåðõíîñòè ∂W±
i (δF) áóäóò êîìïàêòíûìè è íå ñîäåðæàòü

áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, ìû âñåãäà ìîæåì èçáàâèòüñÿ îò îáëàñòåé

ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé. Ïîýòîìó, ãîâîðÿ äàëüøå î êëàññèôèêàöèè ÷àñòèö ïî

ñòðóêòóðå îáëàñòåé Vi, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íå ñàìó ýòó îáëàñòü, à îáëàñòü W±
i , êî-

òîðàÿ öåëèêîì ñîäåðæèò îáëàñòü Vi. Îäíà èç îáëàñòåé, ëèáîW+
i , ëèáîW−

i , âñåãäà áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó òðåáîâàíèþ. Äëÿ óäîáñòâà èíäåêñ â âèäå çíàêà â îáîçíà÷åíèè ýòîé

îáëàñòè ìû áóäåì îïóñêàòü.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàðÿäà ÷àñòèö äîñòàòî÷íî çíàòü ñòðóêòóðó

ãðàíèöû îáëàñòè Wi. Îäíàêî äëÿ îïèñàíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû îáëàñòåé Wi ýòîãî

íå äîñòàòî÷íî. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé íå èìååò ñòîëü æå

ïðîñòîé êëàññèôèêàöèè, êàê ñòðóêòóðà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî äëÿ öåëåé

äàííîé ðàáîòû äîñòàòî÷íî áóäåò îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òàêèìè îáëàñòÿìè, êîòîðûå ìî-

ãóò áûòü ïîëó÷åíû èç òðåõìåðíîãî øàðà èëè ëþáîé äðóãîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Wi,

îãðàíè÷åííîé èçîïîâåðõíîñòüþ ôóíêöèè F , ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé òîïîëîãè÷åñêîé ïåðå-

ñòðîéêè âêëåèâàíèÿ òðåõìåðíîé ðó÷êè. Òàêàÿ ïåðåñòðîéêà ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì

ñëó÷àåì (ñì. [11]) ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç òðåõìåðíîé îáëàñòè Wi âûðåçàþòñÿ äâà øà-

ðà, è ïî êðàÿì ýòèõ øàðîâ ê íèì ïðèêëåèâàåòñÿ òðåõìåðíûé öèëèíäð. Ïîëó÷èâøàÿñÿ

êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ òðåõìåðíîé ðó÷êîé èëè ðó÷êîé Óèëåðà. Òàêèå îáëàñòè ÿâ-

ëÿþòñÿ íåîäíîñâÿçíûìè. Ïîâòîðÿÿ òàêóþ ïðîöåäóðó b ðàç, ìû ïîëó÷àåì îáëàñòü Wi,

èìåþùóþ b ðó÷åê Óèëåðà. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ îáëàñòåé äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû

÷àñòèö áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [8, 9, 10]. Ñëåäóÿ ýòîé èäåå, äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòèöû

íåîáõîäèìî óêàçàòü äâà îñíîâíûõ ÷èñëà: ÷èñëî g - ÷èñëî ðó÷åê ãðàíèöû îáëàñòè Wi

è ÷èñëî ðó÷åê Óèëåðà b, �âêëååííûõ� â ýòó îáëàñòü. Çíàê áàðèîííîãî çàðÿäà, ðàâíûé

ïî ìîäóëþ ÷èñëó ðó÷åê Óèëåðà b, îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñ êàêîé ñòîðîíû ïî îòíîøåíèþ ê

ôîíîâîìó ïðîñòðàíñòâó òàêàÿ ðó÷êà âêëååíà (ñì. Ðèñ. 5). Äëÿ ïîëíîòû îïèñàíèÿ âñåõ

âîçìîæíûõ ñèòóàöèé, êðîìå óêàçàííûõ òèïîâ ñòðóêòóðû îáëàñòåé, ñëåäóåò óêàçàòü íà

âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî îáëàñòüWi, ìîæåò ñàìà âêëþ÷àòü íåêîòîðîå ÷èñëî àíàëîãè÷íûõ

îáëàñòåé Wi,m: Wi,m ⊂ Wi.
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Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå îáëàñòè, ñîäåðæàùèå ðó÷êè Óèëåðà, ìû òåïåðü ìîæåì óòî÷-

íèòü ôîðìóëó äëÿ çàðÿäà ÷àñòèöû. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âåëè÷èíà çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ

÷èñëîì g ðó÷åê ãðàíèöû îáëàñòè Wi, îäíàêî â îïðåäåëåíèå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè

âõîäÿò ñîãëàñíî (48) ÷èñëà Áåòòè pi, i = 0, 1, 2, 3, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ

êðîìå ýòîãî åùå è ÷èñëîì b ðó÷åê Óèëåðà. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ òðåõìåðíûõ

êîìïàêòíûõ îðèåíòèðóåìûõ îáëàñòåé ñ ãðàíèöåé ∂Wi äëÿ ÷èñåë Áåòòè èìååì [12]:

p0 = p3 = 1, p1 = b+ g, p2 = 1 + b. (52)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â îáùóþ ôîðìóëó (48), íàõîäèì:

χ(Wi) = p0 − p1 + p2 − p3 = 1− g. (53)

èëè

Q = ε(p0 − p1 + p2 − p3) = ε(p2 − p1) = ε(1− g). (54)

Â ñâÿçè ñ ââåäåíèåì â ðàññìîòðåíèå íåîäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé òèïà ðó÷åê Óèëåðà

ìû êðàòêî âîñïîëíèì ïðîáåë â îáîñíîâàíèè ôóíêöèè F êàê ôóíêöèè âûñîòû ôèçè-

÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, âëîæåííîé â îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî W 4. Â íà÷àëå ðàáî-

òû ìû îòîñëàëè ê ðàáîòàì [8, 9, 10], ãäå ýòîò âîïðîñ îáñóæäàëñÿ. Òåïåðü ìû ìîæåì

è çäåñü ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîñòü èìåííî òàêîé èíòåðïðåòàöèè F ñ ôèçè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé, êîòîðûå ïðîåêòè-

ðóþòñÿ íà îäíî ñâÿçíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, âîçíèêàåò ïðîáëåìà èíòåðïðåòàöèè

îäíîâðåìåííîãî ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ �ýêçåìïëÿðîâ� îäíîé è òîé æå

ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, íàïðèìåð, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Åäèíñòâåííûì

íåïðîòèâîðå÷èâûì îáúÿñíåíèåì òàêîé ñèòóàöèè ìîæåò áûòü òîëüêî îáúÿñíåíèå, ñîñòî-

ÿùåå â òîì, ÷òî ñëîæíîé òîïîëîãèåé îáëàäàåò ðåàëüíîå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à íå

ïîëåâàÿ ôóíêöèÿ.

10.1 Ëåïòîíû

Ëåïòîíû - íàèáîëåå ïðîñòûå è ëåãêèå ÷àñòèöû, äâå èç êîòîðûõ - ýëåêòðîí è íåéòðèíî,

ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíûìè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óêàçàíèå

íà ìàêñèìàëüíóþ ýëåìåíòàðíîñòü òàêèõ ÷àñòèö - èì ïðîñòî óæå íå íà ÷òî ðàñïàäàòüñÿ.

Â ñèëó ýòîãî äëÿ èõ êëàññèôèêàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñàìûå ïðîñòåéøèå ñòðóêòóðû,

ñîîòâåòñòâóþùèå b = 0. Â ýòîì ñëó÷àå êëàññèôèêàöèÿ ëåïòîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå

êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðû ãðàíèö ∂W±
i è äîëæíà âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ðèñ. 4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ðàñïàäà µ-îíà.

Òàá. 1. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ëåïòîíîâ.

×àñòèöà ×èñëî ðó÷åê ãðàíèöû Çàðÿä

ýëåêòðîí e±: g = 0, Q = ±1,

íåéòðèíî ν: g = 1, Q = 0,

ìþîí µ∓: g = 2, Q = ∓1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðóêòóðû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4. Äàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿ-

åò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ïðèðîäå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëåïòîíû ñ çàðÿäîì áîëüøåì 1.

Òàêèì ÷àñòèöàì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñòðóêòóðû ñ g > 2. Ýòè ÷àñòèöû äîëæíû áûòü

íåñòàáèëüíûìè è ðàñïàäàòüñÿ çà âðåìÿ ãîðàçäî ìåíüøåå, ÷åì âðåìÿ ðàñïàäà µ-îíà. Îñ-

íîâíîé êàíàë ðàñïàäà µ-îíà èìååò âèä: µ → e + ν + ν̃, òîïîëîãè÷åñêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ

êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé êëàññèôèêàöèè ÷àñòèö, ðàñïàä

µ-îíà âûãëÿäèò êàê ïðîöåññ ïåðåñòðîéêè ãðàíèöû îáëàñòè è ôîðìèðîâàíèå íåñêîëü-

êèõ îòäåëüíûõ îñîáûõ èçîïîâåðõíîñòåé, ñòðóêòóðà êîòîðûõ â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò

èñõîäíîé ñòðóêòóðå µ-îíà. Êàæäàÿ ðó÷êà èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè ôîðìèðóåò ñâîå íåé-

òðèíî. Ðàñïàäû ëåïòîíîâ ñ çàðÿäîì áîëüøèì 1 äîëæíû ïðîõîäèòü ïî àíàëîãè÷íîìó

ñöåíàðèþ ñ òîïîëîãè÷åñêîé ïåðåñòðîéêîé ãðàíèöû îáëàñòè ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ îñîáûõ

èçîïîâåðõíîñòåé â ñòðóêòóðå íåéòðèíî. ×èñëî íåéòðèíî ïðè ðàñïàäå ëåïòîíà ñ çàðÿäîì

|Q| = |1 − g| > 1 äîëæíî ïðè ýòîì áûòü ðàâíûì g, à ÷èñëî ýëåêòðîíîâ (ïîçèòðîíîâ)
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Ðèñ. 5. Äâóìåðíûé àíàëîã ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðó÷åê Óèëåðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîòîíó è àíòèïðîòîíó. S1 - ñåäëîâàÿ òî÷êà. Ñïëîøíîé êðèâîé âûäåëåíà âíåøíÿÿ

îñîáàÿ èçîïîâåðõíîñòü.

ðàâíûì |Q|.

10.2 Áàðèîíû

Åùå îäíèì êëàññîì ÷àñòèö,÷àñòü èç êîòîðûõ ñòàáèëüíû,ÿâëÿþòñÿ áàðèîíû.Ñðåäè ñòà-

áèëüíûõ áàðèîíîâ íàèáîëåå ïðîñòîé ÷àñòèöåé ÿâëÿåòñÿ ïðîòîí-ÿäðî àòîìà âîäîðîäà.

Äðóãèå ñòàáèëüíûå áàðèîíû - ýòî ÿäðà áîëåå òÿæåëûõ àòîìîâ. Îòëè÷èå áàðèîíîâ îò

ëåïòîíîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èõ ìàññà íà òðè ïîðÿäêà áîëüøå è îíè ó÷àñòâóþò â î÷åíü

�èíòåíñèâíîì� è êîðîòêîäåéñòâóþùåì âçàèìîäåéñòâèè - ñèëüíîì èëè ÿäåðíîì. Ñðåäè

îñòàâøèõñÿ äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ íàáëþäàåìûì ÷àñòèöàì òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð èìå-

þòñÿ ñòðóêòóðû ñ çàäàííûì ÷èñëîì ðó÷åê Óèëåðà. Ðó÷êè Óèëåðà ïî ñâîåìó ñìûñëó

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîêàëèçîâàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå íåîäíîñâÿçíûå îáúåêòû, îáëàäà-

þùèå î÷åíü áîëüøîé ëîêàëüíîé êðèâèçíîé. Åñëè ñ÷èòàòü, ñëåäóÿ çà ÎÒÎ Ýéíøòåéíà,

÷òî êðèâèçíà îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàëè-

÷èå ðó÷åê Óèëåðà â ñòðóêòóðå áàðèîíîâ êàê ðàç è ìîæåò ñëóæèòü êëþ÷åâûì ìîìåíòîì

â îáúÿñíåíèè ñèë ÿäåðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé êîíöåïöèè

åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ÷èñëî ðó÷åê Óèëåðà ñ âåëè÷èíîé áàðèîííîãî çàðÿäà ýòèõ ÷àñòèö.

Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè âñåõ îáëàñòåé ñ ðó÷êàìè Óèëåðà â ñòðóêòóðå íàèáîëåå ïðîñòîé

ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ñ îäíîé ðó÷êîé Óèëåðà, ò.å. ñ b = 1 è âíåøíåé ãðàíèöåé â âèäå

ñôåðû (g = 0) (ñì. Ðèñ. 5).

Ñëåäóÿ òîìó, ÷òî íåéòðîí ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ ïî âíóòðåííåé ñòðóêòóðå îò

ïðîòîíà, íî îáëàäàåò çàðÿäîì ðàâíûì íóëþ, íåòðóäíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåéòðîíó
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äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü îáëàñòü ñ b = 1 è g = 1, ò.å. òàêàÿ îáëàñòü èìååò â ñâîåé

ñòðóêòóðå ðó÷êó Óèëåðà, à ãðàíèöåé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ òîð. Íåéòðîí ÿâëÿåòñÿ êâàçè-

ñòàáèëüíîé ÷àñòèöåé, ðàñïàä êîòîðîé â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè ïðîèñõîäèò ïî îñíîâíîìó

êàíàëó n → p + e + ν. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ òàêîãî êàíàëà ñîîòâåòñòâóåò

îïÿòü ïåðåñòðîéêå ãðàíèöû îáëàñòè ñ �îòäåëåíèåì� îò íåå îäíîé ðó÷êè - íåéòðèíî è

ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàíèöû â íàèáîëåå ïðîñòóþ êîíôèãóðàöèþ - ñôåðó S2. Ïðåäñòàâèòü

ãðàôè÷åñêè ýòó ðåêîíñòðóêöèþ òðóäíî â ñâÿçè ñ ÷åòûðåõìåðíîñòüþ ïðîöåññà òàêîé

ïåðåñòðîéêè. Ðàñïàä íåéòðîíà ñâÿçûâàþò ñî ñëàáûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ñ ýòèì æå âçàè-

ìîäåéñòâèåì ñâÿçûâàþò ðàñïàä µ-îíà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëàáîå

âçàèìîäåéñòâèå â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ñâÿçàíî ñ ïåðåñòðîéêîé ãðàíèöû

îáëàñòåé, ò.å. ñ óâåëè÷åíèåì èëè óìåíüøåíèåì ÷èñëà g â ñòðóêòóðå ãðàíèöû ïåðâîíà-

÷àëüíîé ÷àñòèöû â ñëó÷àå åå íåñòàáèëüíîñòè.

Ââåäåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÷àñòèö ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ ôîðìóëû

Íèøèäæèìû-Ãåëë-Ìàíà [22]:

‘Q =
b+ S

2
+ J3.

Çäåñü S - ñòðàííîñòü, J3 - ïðîåêöèÿ èçîñïèíà, b - áàðèîííûé çàðÿä. Ñðàâíèâàÿ ýòó

ôîðìóëó ñ ôîðìóëîé (54), íàõîäèì:

J3 = ε(p2 − p1)− (b+ S)/2 = ε(1− g)− (b+ S)/2. (55)

Ïîëàãàÿ ñòðàííîñòü äëÿ íóêëîííîãî äóïëåòà ðàâíîé 0, ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûå çíà÷å-

íèÿ èçîñïèíà ïðîòîíà è íåéòðîíà: J3(p) = 1/2, J3(n) = −1/2. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà

Íèøèäæèìû-Ãåëë-Ìàíà ñâÿçàíà íå ñ êàêèìè-òî àëãåáðàè÷åñêèìè ñèììåòðèÿìè, êîòî-

ðûå â ïðèíöèïå ìîæíî èçîáðåñòè â ðàìêàõ òåîðèè ãîìîëîãèé-êîãîìîëîãèé îáëàñòåé Wi

÷àñòèö, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ ñïåöèàëüíóþ òðàêòîâêó ÷èñåë Áåòòè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîâåðõíîñòíîé. Îäíàêî

ïîëó÷åííûå ñ åå ïîìîùüþ ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò íà åå ïðèãîäíîñòü îáúÿñíÿòü ðÿä

èçâåñòíûõ ôàêòîâ òåîðèè ÷àñòèö. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ðàçâèòèå äàííîé òåîðèè â

íàïðàâëåíèè ïîñòðîåíèÿ áîëåå îáùåé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ñòðóêòóðû ÷àñòèö.
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11 Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè ñ öåëî÷èñëåííûì çà-

ðÿäîì

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå óñòðîåíû îñòàâøèåñÿ

óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà. Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ D, êàê ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (43). Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (43) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Dα = J
γαβEβ

|e|3
= 4π

N∑
i=1

εi
rαi
|ri|3

+ [roth]α, (56)

ãäå h - íåêîòîðîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, εi = (−1)mi , ri = x−xi, à xi - ðàäèóñ-âåêòîðà

ïîëîæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå âû-

òåêàåò èç âèäà ïðàâîé ÷àñòè (43), ñîäåðæàùåé ñóììó δ-ôóíêöèé â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ñ

êîîðäèíàòàìè xi. Ïðàâàÿ ÷àñòü (56) ïðåäñòàâëÿåò ñóììó êëàññè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ Ec:

Ec = 4π
N∑
i=1

εi
ri
|ri|3

(57)

è áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ roth. Ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ïîëå D ñ ïîëåì íàïðÿæåí-

íîñòè E êëàññè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, åñëè ïîëå roth ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîäíîé

ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

roth =
1

c

∂A

∂t
. (58)

Çäåñü c - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ñìûñë ñêîðîñòè ñâåòà â êëàññè÷åñêîé ýëåê-

òðîäèíàìèêå. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñîîòíîøåíèå

E = D = Ec +
1

c

∂A

∂t
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà âûáðàíà ðàâ-

íîé 1. Ïîëå Ep ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì:

Ec = −∇Φ,

ãäå

Φ = −4π
N∑
i=1

εi
|ri|

.

Ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (56) ïî âðåìåíè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê åùå

îäíî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà:
∂D

∂t
= −4πj+ crotH, (59)
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åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè òîêà j ïîëå:

j = − ∂

∂t

(
N∑
i=1

εi
ri
|ri|3

)
=

1

4π

∂

∂t
∇Φ, (60)

à â êà÷åñòâå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âåëè÷èíó

H =
1

c

∂h

∂t
. (61)

Âçÿâ ðîòîð îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (56), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

rotD = rotE = rotroth =
1

c

∂rotA

∂t
. (62)

Ââåäåì èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ôîðìóëå B = rotA. Ýòî àâòîìàòè÷åñêè äàåò

òðåòüå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà:

divB = 0. (63)

Ïîñëåäíåå - ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ïîëó÷àåòñÿ èç (62) ñîîòâåòñòâóþùåé ïîä-

ñòàíîâêîé:

rotD =
1

c

∂B

∂t
. (64)

Ïðè ýòîì íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿH è èíäóêöèèB ñâÿçàíû îáùèì óðàâíåíèåì:

1

c2
∂2B

∂t2
= rotrotH. (65)

Ýòî óðàâíåíèå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì, ïîðîæäåííûì íàëè÷èåì â òåîðèè

ïîëÿ h. Ïðîâåðêà òîæäåñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â ýòî óðàâíåíèå ñî-

îòíîøåíèé (58) è (61) âìåñòå ñ îïðåäåëåíèåì B = rotA. Â ñèëó ýòîãî óðàâíåíèå íå

íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âèä ïîëÿ h è âûðàæàåò ëèøü îáùèé òèï ñâÿçè

ìåæäó ââåäåííûìè â òåîðèþ ïîëÿìè äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ èõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäè-

íàìèêå. Ïîýòîìó ýòî ñîîòíîøåíèå íå ïðîòèâîðå÷èò â äàííîé òåîðèè ìàòåðèàëüíîìó

óðàâíåíèþ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå B = µ0H, ãäå µ0 - ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü

âàêóóìà. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ýòî ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå â äàííîé òåîðèè ýêâèâàëåíòíî

óðàâíåíèþ äëÿ ïîëÿ h ñëåäóþùåãî âèäà:

rotroth =
µ0

c2
htt. (66)

Ýòî åñòü ïî ñóòè âîëíîâîå óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñ ïîñòîÿííîé ñêî-

ðîñòüþ ñâåòà â âàêóóìå ðàâíîé c, åñëè µ0 = 1.
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Ñîâîêóïíîñòü òîæäåñòâ, ïîëó÷åííûõ èç èñõîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ (43), ïîëíîñòüþ âîñ-

ïðîèçâîäèò ïî ôîðìå âñå îñíîâíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è ñîäåðæèò âìåñòî ñòàíäàðò-

íîãî ìàòåðèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî B è H, áîëåå îáùåå óðàâíåíèå (65), ýê-

âèâàëåíòíîå ââåäåíèþ ïîëÿ h â ñîîòâåòñòâèè ñ (58) è (61). Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ c áûëà

ââåäåíà ôîðìàëüíî è ïðèîáðåòàåò ñìûñë ñêîðîñòè ñâåòà, åñëè ïîëîæèòü µ0 = 1, ÷òî

âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêîé è ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíîìó

âûáîðó åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Ïîñëåäíåé âàæíîé ïðîâåðêîé âîçìîæíîñòè ñîïîñòàâèòü ïîñòðîåííóþ âàêóóìíóþ

�ìèêðîñêîïè÷åñêóþ� ýëåêòðîäèíàìèêó êëàññè÷åñêîé ñîñòîèò â íàëè÷èè â òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, äèôôåðåíöèàëü-

íûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â äàííîé òåîðèè ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-

ëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà (60) è óðàâíåíèÿ (43):

∂ρ

∂t
+ divj = 0, (67)

ãäå ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ îïðåäåëåíà ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (43).

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ òåîðèÿ ñîõðàíÿåò âñå îñíîâíûå àòðèáóòû êëàññè÷åñêîé ýëåê-

òðîäèíàìèêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ âàêóóìà âûïîëíÿåòñÿ ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå

H = B. Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñòóëàòîì, îòðà-

æàþùèì ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò âîëíîâîé ïðèðîäû ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è îòñóò-

ñòâèÿ äèñïåðñèîííûõ ñâîéñòâ ó âàêóóìà. Â äàííîé òåîðèè ìû ìîæåì òàêæå èñïîëüçî-

âàòü ýòîò ïîñòóëàò íà ìàêðîìàñøòàáàõ. Îäíàêî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ðàçìåðàì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ýòî òðåáîâàíèå ìîæåò è íå âûïîëíÿòüñÿ. Ïîâîäîì

äëÿ òàêîãî âûâîäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå âàæíîå îòëè÷èå äàííîé òåîðèè îò êëàññè÷åñêîé

ýëåêòðîäèíàìèêè.

Ïîÿâëåíèå ñîîòíîøåíèÿ (65) â òåîðèè îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïîëå èíäóêöèè D ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ c ñàìîãî íà÷àëà ñîäåðæèò áåçäèâåðãåíòíîå ñëàãàåìîå roth, êîòîðîå,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáðàùàåòñÿ â íîëü è â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â

ñèëó (61) òî÷å÷íûå çàðÿäû îáëàäàþò ñòàòè÷åñêèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñî-

âðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ñòàòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå òî÷å÷íûõ ÷àñòèö êàê êâàíòîâûõ

îáúåêòîâ ñâÿçûâàåòñÿ ñ íàëè÷èåì ó íèõ ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà - ñïèíà. Ïî-

ýòîìó ïîÿâëåíèå ñòàòè÷åñêîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ìèêðîìàñøòàáàõ ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáúÿñíåíèå ñïèíà â äàííîé òåîðèè. Îäíàêî ñòàòè÷åñêàÿ êîìïî-

íåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè,

÷òî òðåáóåò âèäîèçìåíåíèÿ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ ìàòåðèàëüíîãî óðàâíåíèÿ B = H,
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ýêâèâàëåíòíîãî (66).

12 Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ïîçâîëÿåò ïî-

íîâîìó ïîäîéòè ê îáîñíîâàíèþ êâàíòîâûõ çàêîíîâ. Îñíîâíûì ýëåìåíòîì êâàíòîâîé

ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé ïîñòóëàò, îòðàæàþùèé ñïåöèôè÷åñêîå ïîâåäåíèå

êâàíòîâûõ îáúåêòîâ, êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ îáû÷íî êàê ñëó÷àéíîå. Ïîñòðîåííàÿ â

äàííîé ðàáîòå êîíöåïöèÿ èçíà÷àëüíî ëèøåíà òàêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Òåì íå

ìåíåå, äàííàÿ êîíöåïöèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ äè-

íàìèêè ÷àñòèö â ïðåäñòàâëåííîé âûøå èíòåðïðåòàöèè, êîòîðûå âîñïðîèçâîäÿò âñå îñ-

íîâíûå àòðèáóòû ñòàòèñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé òåîðèè. Ýòî áûëî èçëîæåíî

â ïåðâûõ ðàçäåëàõ äàííîé ðàáîòû, ïîñâÿùåííûõ âûâîäó óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Êàê

áûëî ïîêàçàíî, ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùèé êîîðäèíàòû ôîíîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ñ êîîðäèíàòàìè ãåîìåòðè÷åñêèõ ìàðêåðîâ, ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäèò

îñíîâíûå ýëåìåíòû ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðîå ïðèîáðå-

òàåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Òàêîé ïîäõîä â öåëîì ïîçâîëÿåò ðàöèîíàëüíûì îáðàçîì

òðàêòîâàòü ðÿä çàêîíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â äàííîé ðàáîòå,

êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå çàêîíû â îáû÷íîì èõ ñòàíäàðòíîì âèäå ðàáîòàþò â êàæäîé

îòäåëüíîé êëåòêå, îãðàíè÷åííîé îñîáîé èçîïîâåðõíîñòüþ. Óñðåäíåííûå æå óðàâíåíèÿ

îïèñûâàþò äèíàìèêó ñàìèõ êëåòîê. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê àíàëèçó êâàíòîâûõ ñèñòåì

îïèðàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ îä-

íîçíà÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Òàêèìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî â äàííîì ïîäõîäå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-

ðà ñòàâÿòñÿ íà îñîáûõ èçîïîâåðõíîñòÿõ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó ìîæíî

êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà áóäåò âîñïðîèçâîäèòüñÿ â ðàìêàõ

äàííîé òåîðèè, åñëè îñîáàÿ èçîïîâåðõíîñòü, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîâàÿ äè-

íàìèêà, èìååò ìàêðîñêîïè÷åñêèå ðàçìåðû, ÷òî â îáû÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîîòâåò-

ñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàëåííûì ãðàíèöàì. Äëÿ ïîëíîãî îáîñíîâàíèÿ êâàíòîâîãî ñòàòóñà

äàííîé òåîðèè òðåáóåòñÿ åùå ðåøèòü íåñêîëüêî îáùèõ ïðîáëåì. Îäíàêî ÷àñòü èç íèõ

âèäíî êàê ðåøàòü, èñõîäÿ èõ îáùåé èäåîëîãèè äàííîé òåîðèè. Íàïðèìåð, ïðîåêöèîí-

íûé ïîñòóëàò, ïðèâîäÿùèé ê íàèáîëåå ðàäèêàëüíîìó îòêëîíåíèþ êâàíòîâîé ôèçèêè îò

ðàöèîíàëüíîñòè êëàññè÷åñêîé, îçíà÷àþùèé ìãíîâåííîå ñòÿãèâàíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé

â êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ, â äàííîé òåîðèè ñâÿçûâàåòñÿ ñ òîïîëîãè÷åñêèìè ïåðåñòðîéêàìè
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îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ îñîáûìè èçîïîâåðõíîñòÿìè ôóíêöèè F . Òîïîëîãè÷åñêèå ïåðå-
ñòðîéêè ïðîèñõîäÿò ìãíîâåííî, ïîñêîëüêó äëÿ èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè äîñòàòî÷íî èçìå-

íåíèÿ ñòðóêòóðû ôóíêöèè â îäíîé ñåäëîâîé òî÷êå. Ïðè ýòîì òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà

âñåé ñèñòåìû ìãíîâåííî èçìåíÿþòñÿ.

Òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð äàííîé òåîðèè, êàê áûëî ïîêàçàíî, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü

äîñòàòî÷íî ðàçâèòóþ êëàññèôèêàöèþ ÷àñòèö, êîòîðàÿ âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ èìåþùèìè-

ñÿ äàííûìè î ñòðóêòóðå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Êîíå÷íî, ïðîâåäåííûé â äàííîé ðàáîòå

àíàëèç ñòðóêòóðû ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî ïîëíûì. Çäåñü íå ðàññìàòðèâàëèñü âî-

ïðîñû, êàñàþùèåñÿ òåîðèè ñïèíà, ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ è, ñàìîå ãëàâíîå, âîïðîñîâ,

ñâÿçàííûõ ñ ðàñ÷åòîì ìàññ ÷àñòèö. Ýòè âîïðîñû òðåáóþò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, ÷òî

âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû, â êîòîðîé áûëà ïîñòðîåíà ëèøü îáùàÿ ñõåìà ïîäõîäà

ê òîïîëîãî-ãåîìåòðè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè â åå íåðåëÿòèâèñòñêîì

âèäå è ñâÿçàííîé ñ íåé ýëåêòðîäèíàìèêè ñ öåëî÷èñëåííûìè çàðÿäàìè. Îäíàêî çàðàíåå

ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî â äàííîì ïîäõîäå íå áóäåò âîçíèêàòü òðóäíîñòåé ñ ïîëó÷å-

íèåì êîíå÷íûõ çíà÷åíèé ìàññû ÷àñòèö, ïîñêîëüêó çäåñü èçíà÷àëüíî ýëåêòðîìàãíèòíûå

ñèíãóëÿðíîñòè ÿâëÿþòñÿ àðòåôàêòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãëàäêîé àíàëèòè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðû, ñâÿçàííîé ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ïîòåíöèàëîì F . Íåêîòîðûå ïðåäâàðè-
òåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ î ñïîñîáàõ âû÷èñëåíèÿ ìàññû â äàííîì ïîäõîäå ìîæíî íàéòè â

ðàáîòå [10].
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