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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается задача построения точных реше-
ний нелинейных уравнений волнового и диффузионного типа с помощью метода не-
линейных функциональных подстановок. Материалы и методы. Основным методом, 
который используется в работе, является метод нелинейных функциональных под-
становок, который является развитием метода функциональных подстановок, приме-
нявшегося ранее для построения решений уравнений типа Бюргерса. Метод нелиней-
ных функциональных подстановок применим к более широкому кругу задач, в том 
числе к нелинейным волновым уравнениям и нелинейным уравнениям параболиче-
ского типа. Результаты. Развита общая схема метода и приведены конкретные при-
меры его применения к вычислению преобразований Бэклунда, а также построения 
точных решений для широкого круга уравнений нелинейной диффузии. Найдены но-
вые точные решения уравнений диффузионного типа и указана методология приме-
нения метода на практике. Выводы. Развитый подход демонстрирует свою универ-
сальность и эффективность для решения и анализа нелинейных задач в волновой ди-
намике и разнообразных диффузионных процессах. 
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Abstract. Background. The research considers the problem of constructing exact solutions 
of nonlinear wave equations and diffusion type using the method of nonlinear functional 
substitutions. Materials and methods. The main method used in the work is the method of 
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non-linear functional substitutions, which is a development of the method of functional 
substitutions, which was previously used to construct solutions to Burgers-type equations. 
The method of non-linear functional substitutions is applicable to a wider range of prob-
lems, including non-linear wave equations and non-linear equations of parabolic type. Re-
sults. The study develops the general scheme of the method and gives specific examples of 
its application to the calculation of the Bäcklund transformations, as well as the construc-
tion of exact solutions for a wide range of nonlinear diffusion equations. New exact solu-
tions of equations of the diffusion type are found and the methodology for applying the 
method in practice is indicated. Conclusions. The developed approach demonstrates its ver-
satility and efficiency for solving and analyzing nonlinear problems in wave dynamics and 
various diffusion processes.  
Keywords: Functional substitution method, exact solutions of nonlinear wave and diffusion 
equations, nonlinear diffusion processes and models 
For citation: Zhuravlev V.M., Morozov V.M. Nonlinear functional substitutions and trans-
formations for nonlinear diffusion and wave equations. Izvestiya vysshikh uchebnykh 
zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. 
Volga region. Physical and mathematical sciences. 2022;(2):81–98. (In Russ.). 
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Введение 
Метод функциональных подстановок (МФП), развитый в работах [1–4], 

оказался полезным для построения точных решений целого ряда нелинейных 
моделей различных физических процессов. Этот факт вместе с изложением 
самого метода с примерами обсуждается достаточно подробно в монографии 
[5]. Основой МФП является возможность превращать линейные уравнения  
в частных производных с помощью набора простых линейных соотношений, 
которые называются базовыми, в нелинейные уравнения относительно неко-
торых вспомогательных функций. В результате такой процедуры можно 
строить точные решения нелинейных уравнений, исходя из решений линей-
ных. При реализации МФП на практике можно исходить из линейных урав-
нений достаточно общего вида, но при этом множество получающихся нели-
нейных уравнений в большинстве своем не встречается в реальных приклад-
ных задачах. Для множества же интересных с точки зрения практики задач 
МФП не применим. Однако этот метод может быть расширен включением в 
его рамки не только линейных базовых соотношений, но и нелинейных по 
своей сути. Такой подход, например, оказался пригодным для вычисления 
новых уравнений, которые обладают представлением Лакса [6]. Однако его 
возможности могут быть распространены на гораздо более широкий класс 
уравнений, включая диффузионные уравнения. 

В настоящей работе предлагается расширение метода МФП, которое 
включает нелинейные базовые соотношения, более общие, чем те, которые 
рассматривались в [6]. Это позволяет получить новые способы построения 
точных решений уравнений или хотя бы понизить их порядок, сведя задачу  
к решению дифференциальных уравнений первого порядка. Такой подход 
можно назвать методом нелинейных функциональных подстановок (методом 
НФП). Целью данной работы является изложение общей идеологии метода 
НФП и применение его к некоторым задачам нелинейной волновой динами-
ки, а также к решению ряда общих и частных задач теории нелинейных диф-
фузионных процессов. 
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1. Общая идеология метода нелинейных функциональных подстановок 
Рассмотрим нелинейные уравнения следующего общего вида:  

 ( ), , , , , , , , 0.x t xx xt ttF T T T T T T x t =  (1) 

Будем искать решение всех таких уравнений, полагая, что в случае, 
если ( ),T x t  удовлетворяет исходному уравнению (1), существуют такие две 
функции ( ), ,u T x t  и ( ), ,v T x t , для которых выполняются соотношения:  

 ( ) ( ), , ,       , , .x tT u T x t T v T x t= =  (2) 

Эти соотношения будем называть нелинейными базовыми соотно-
шениями. Условие совместности соотношений (2) можно записать в таком 
виде:  
 .t T x Tu vu v uv+ = +  (3) 

Подставляя (2) в исходное уравнение (1), получаем его представление  
в виде уравнения относительно u  и v :  

 ( ), , , , , , , , 0,x T t T t TF T u v u uu v vv u vu x t+ + + =  (4) 

как функций трех переменных , ,x t T .  
По построению совокупность уравнений (3) и (4) эквивалентна исход-

ному уравнению. 
Задача построения решений систем уравнений (3) и (4) в общем случае 

оказывается не менее сложной, чем задача отыскания решений исходного 
уравнения (1). Однако за счет зависимости функций ( ), ,u T x t  и ( ), ,v T x t  от 
T  повышается координатная размерность исходной задачи. В новом коорди-
натном пространстве почти каждому решению исходного уравнения соответ-
ствует определенная зависимость ( ), ,u T x t  и ( ), ,v T x t  от T . Поэтому, зада-
вая такую зависимость определенным образом, можно получать частные ре-
шения исходных уравнений, сводя процедуру отыскания решений к интегри-
рованию системы базовых соотношений (3). 

Эта общая процедура имеет множество разновидностей, которые опре-
деляются типом зависимости ( ), ,u T x t  и ( ), ,v T x t  от T . Например, в каче-
стве такого выбора можно использовать полиномиальные подстановки обще-
го вида:  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ,  , ,   , ,  , .
M M

k k
k k

k k
u T x t U x t T v T x t V x t T

= =
= =    (5) 

В этом случае подстановка соотношений (5) в (3) и (4) часто приводит  
к совокупности уравнений для функций ( ) ( ), ,  ,k kU x t V x t , интегрирование 
которых оказывается простым. В других ситуациях совокупность уравнений 
для ( ) ( ), ,  ,k kU x t V x t  представляет замкнутую систему новых нелинейных 
уравнений. Это означает, что получено одно из преобразований Бэклунда ис-
ходного уравнения относительно T  в новые уравнения относительно 
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( ) ( ), ,  ,k kU x t V x t . Важным является то, что выбор функциональной формы 

( ), ,u T x t  и ( ), ,v T x t  изначально не ограничен, что позволяет применять его и 
к волновым, и диффузионным уравнениям. 

2. Преобразования Бэклунда для уравнений Клейна – Гордона  
Если сравнить (2) с классическими преобразованиями Бэклунда [7–9], 

то можно увидеть, что они в действительности представляют собой частную 
форму таких соотношений. Поэтому для демонстрации работоспособности 
данного метода рассмотрим два примера, которые касаются уравнений Клей-
на – Гордона 

 ( )xtT F T=  (6) 

для двух вариантов выбора функции ( )F T . Это хорошо известные уравнения 

Sin – Gordon ( ( )sin 2F a T= ) и Лиувилля ( 2TF ae= ). Покажем, что метод 
НФП позволяет вычислить преобразования Бэклунда для указанных типов 
волновых уравнений в обобщенном виде в несколько более общем виде, чем, 
например, в [9]. 

2.1. Уравнение Sin – Gordon 

Рассмотрим уравнение Sin – Gordon в следующей форме:  

 ( ) ( )sin cos .tt xxT T a T T− =  (7) 

Используя подстановки (2), преобразуем уравнение (7) относительно 
вспомогательной функции ( ),T x t  к уравнению относительно функций 

( ),u x t  и ( ),v x t . В результате находим:  

 ( ) ( )sin cos .t T x Tv vv u uu a T T+ − − =  (8) 

Будем искать решение этого уравнения и уравнения совместности (3)  
в следующей форме:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 , , sin , cos ,u U x t U x t T U x t T= + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 , , sin , cos .v V x t V x t T V x t T= + +  

Подставляя эти соотношения в уравнения (8) и (3) и приравнивая нулю 
коэффициенты при ( )sin T  и ( )cos T , приходим к системе из семи уравнений 
относительно шести функций , , 0,1,2i iU V i = :  

1, 1, 0 2 0 2 2, 2, 0 1 0 10,   0,t x t xV U U U V V V U V V U U− + − = − + − =  

1, 1, 2 0 2 0 2, 2, 0 1 0 10,   0,t x t xU V V U U V U V V U U V− + − = − + − =  

0, 0, 2 1 2 1 0, 0, 2 1 2 10,   0,t x t xU V V U U V V U U U V V− + − = − + − =  

2 2 2 2
2 1 1 2 2 0.U U V V a− + − − =  
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 Эта система имеет, по крайней мере, одно решение:  

( )( ) ( )( )0 1 2 0,   cos , ,   sin , ,tU U A x t U Ap x t= φ = φ = φ  

( )( ) ( )( )0 1 0 2,   cos , ,   sin , .xV V Ap x t V A x t= φ = φ = φ  

При этом уравнение совместности преобразуется в уравнение для 
функции ( ),x tφ :  

 ( )( ) ( )( )2 sin , cos , ,tt xx a x t x tφ − φ = φ φ   (9) 

здесь 0p  – произвольный параметр;  

2
0

2 .
1

aA
p

=
−

 

Функции ( ), ,u x t T  и ( ), ,v x t T  принимают следующий вид:  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )02
0

2 cos , sin sin , cos ,
1

t
au x t T p x t T

p
= φ + φ + φ

−
  (10) 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )02
0

2 cos , sin sin , cos .
1

x
av p x t T x t T

p
= φ + φ + φ

−
  (11) 

 Соотношения, связывающие функции ( ),x tφ  и ( ), ,T x t  которые 
удовлетворяют одному и тому же уравнению Sin – Gordon:  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )02
0

2 cos , sin sin , cos ,
1

x t
aT x t T p x t T

p
= φ + φ + φ

−
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )02
0

2 cos , sin sin , cos ,
1

t x
aT p x t T x t T

p
= φ + φ + φ

−
 

представляют собой преобразования Бэклунда уравнения Sin – Gordon. Отли-
чием полученного здесь преобразования от классического [9] является нали-
чие в соотношениях (11) дополнительного параметра 0p , что обобщает ука-
занный известный результат. 

2.2. Уравнение Лиувилля 
Вторым примером служит уравнение Лиувилля, записанное в следую-

щем виде:  

 2 ,T
xtT ae=  (12) 

здесь a  – некоторая вещественная постоянная.  
В общем случае для уравнений Клейна – Гордона (6) функция ( ), ,v T x t  

должна иметь вид  

 ( )( )1 .t
T

v F T u
u

= −  (13) 
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В этом случае уравнение совместности (3) будет уравнением относи-
тельно одной функции ( ), ,u T x t . Если найдено некоторое решение этого 
уравнения для заданной функции ( )F T , то, интегрируя базовые соотноше-
ния, можно найти решение для ( ),T x t . 

Для уравнения Лиувилля функцию ( ), ,u T x t  следует искать в такой 
форме:  

 ( ) ( ) ( )0 1 2, , , .T Tu U x t U x t e U x t e−= + +  (14) 

При этом функция ( ), ,v T x t  может быть также представлена в анало-
гичной форме:  

( ) ( ) ( )0 1 2  , , , .T Tv V x t V x t e V x t e−= + +  

 Подставляя эти соотношения в (3) и (13), приходим к следующим 
соотношениям для выбора коэффициентов ,  ,  0,1,2i iU V i = :  

( ) ( ) ( ), ,
0 1 2 0 1, ,   ,   0;   ,   .x t x t

x xV x t V e V U U aeθ −θ= θ = = = −θ =  

Если выбрать коэффициент ( )2 ,U x t  в такой форме:  

( ),
2 ,x tU ceθ=  

где c  – произвольная постоянная, отличная от нуля, то функция ( ),x tθ  будет 
удовлетворять исходному уравнению Лиувилля:  

2 .xt ae θθ =  

Соответствующие этой подстановке базовые соотношения (3) выглядят 
следующим образом:  

.,   T T T
x x t tT ae ce T e−θ+ − +θ +θ= −θ + − = θ +  

Этот вариант соответствует классическому преобразованию Бэклунда 
для уравнения Лиувилля с дополнительным произвольным параметром c  [9]. 

Если функцию ( )2 ,U x t  выбрать в таком виде:  

2 ,xtU ae−θ= θ  

то функция ( ),x tθ  будет удовлетворять уравнению  

2 0,t xt xttθ θ − θ =  

которое интегрированием по x  и с помощью замены ( )( )ln ,x tθ = − χ  сводит-
ся к уравнению  

( ) ,tt p tχ = χ  
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где ( )p t  – произвольная интегрируемая функция одной переменной t . Для 
этого выбора функции ( )2 ,U x t  имеем  

, ,   .T T T
x x x t t tT ae e T e−θ+ − −θ +θ= −θ + − θ = θ +  

3. Нелинейные диффузионные уравнения общего вида 
Общим классом моделей в теории диффузионных процессов, включая 

процессы с обострением [10–12] и процессы формирования регулярных 
структур в среде [13], являются модели, основанные на уравнениях:  

 ( )( ) ( ), 0.t x xT D T T J T T
x
∂− + =
∂

 (15) 

Применение метода НФП для уравнений этого типа позволяет строить 
некоторое множество точных решений, которые, хотя и образуют ограничен-
ные классы, тем не менее дают возможность представить общие свойства 
эволюции возмущений в таких средах. Метод НФП варьируется по виду ба-
зовых соотношений от задачи к задаче. Поэтому здесь будут приведены не-
сколько примеров, позволяющих получать частные точные решения для ряда 
уравнений с конкретными нелинейными коэффициентами диффузии и нели-
нейными источниками. 

 В качестве первого примера рассмотрим уравнения общего вида (15), 
решения которых удовлетворяют следующим базовым соотношениям:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,   , , , .x tT g x t U T u T x t T f x t V T W T v T x t= = = + =  (16) 

Подставляя эти соотношения в уравнение (15), находим:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , , .xf x t V T W T g x t R T g x t R T U T J T′+ = + +  (17) 

Здесь введено обозначение: ( ) ( )R D T U T= . Уравнение совместности 
(3) в данном случае примет вид  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ], , , , , , 0.t xg x t U T f x t V T f x t g x t U V g U W− + + =  (18) 

Для сокращения записи введено обозначение  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ),U V U T V T U T V T′ ′= − .  

В уравнениях (17) и (18) для построения решений необходимо провести 
разделение переменных. Рассмотрим два варианта разделения переменных, 
которые приводят к различным классам решений для уравнений (15). 

4.1. Класс решений I 

Первый класс решений соответствует выбору функций ( ),g x t  и 

( ),f x t  в следующей форме: ( ) ( ),   g g x f f x= = , с условиями:  

 2 2,   .xg g f g= λ + μ = β + α  (19) 
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 В этом случае из (17) следуют соотношения:  
 ,   .R R U V J R V′μ + = α + λ = β  (20) 

Из уравнения совместности находим следующие дополнительные 
условия:  

 [ ] [ ] ( ), ,   , 0,   / 2 ,   / 2.V U V U Wγ = = λ = γβ α μ = γ  (21) 

Система уравнений для ,R  ,J  U  и V  состоит из трех уравнений, при 
этом одна функция остается произвольной, что позволяет, задавая одну из 
функций, получать точные решения множества уравнений общего вида (15). 
В качестве произвольной функции удобно задавать в данном варианте функ-
цию ( )V T . В этом случае функцию ( )U T  можно представить в виде  

( ) ( ).U V T P T=  

Из условий (21) находим:  

 ( ) ( )
,   σ ,dTP T W U

V T
= γ =   (22) 

где σ  – произвольная вещественная постоянная. В результате уравнение для 
R  примет вид  

,R R
VP P
μ α′ + =  

отсюда получаем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Θ ,   Θ .T dTR D T U T C T e T

V T P T
−= = =   

Для функции ( )C T  получаем следующее соотношение:  

( )
( )

( )
Θ

0 .
Te dTC T C

P T
= + α  

Для ( )J T  получаем:  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

Θ
Θ

0  σ .
T

Te dTJ T V R W V T C e U T
P T

− 
 = β − λ + = β − λ + α +
 
 

  

Уравнение (19) относительно функции g  интегрируется с помощью 
замены:  

 1 ln .g
x

∂ χ= −
μ ∂

 (23) 

Функция ( )xχ  при этом удовлетворяет уравнению:  

 2 0,k′′χ + χ =  (24) 
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где ( )2 2 / 4k = γ β α . Это уравнение может иметь как периодические тригоно-

метрические решения при 2 0k > , так и гиперболические 2 0k < . Отсюда 
следует, что для всех типов уравнений с заданным ( )V T  могут существовать 
пространственно периодические решения, указывающие на формирование 
регулярных структур в средах с нелинейной диффузией и нелинейным ис-
точником общего вида. 

Непосредственно решение для функции T , играющей роль концентра-
ции, должно находиться из уравнений:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   .x tT g x V T P T T f x V T= =  

При условии (22) и выполнении уравнений (19) эти уравнения совмест-
ны. Интегрируя первое уравнение, находим:  

( ) ( ) ( ) ( )Θ , .dT T g x dx t x t
VP

= = + ξ = ζ   

Из этого соотношения следует, что общий вид функции T  имеет вид  

 ( )( ), ,T H x t= ζ   (25) 

где функция ( )H ζ  является обратной к функции ( )Θ T . Для того чтобы это 
решение было также решением второго базового уравнения, достаточно 
подобрать подходящим образом только функцию ( )tξ . Подстановка (25) во 
второе базовое соотношение приводит к соотношению для ( )tξ  следующего 
вида:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 σ .f x V H U H
H

ξ = ζ + ζ
′ ζ

  

Правая часть этого соотношения по построению должна представлять 
собой либо некоторую функцию времени, либо постоянную, которые зависят 
от выбора функций ( )V T  и ( )F U . 

Как следует из (25), полученные решения для произвольного выбора 
( )V T  и ( )F U  приводят к автомодельным решениям с автомодельной пере-

менной ( ), ,x tζ  которая в случае периодических решений для 

( )0cosa kxχ = + φ  имеет вид  

( )( ) ( )0
2 ln cos .kx tζ = − + φ + ξ
γ

 

Хотя эта переменная и имеет периодически расположенные сингуляр-
ности, тем не менее само решение для ( ),T x t  может быть несингулярным. 
Такие случаи интересны с точки зрения отыскания моделей, описывающих 
возникновение периодических структур в диффузионной среде. 

В качестве частного примера рассмотрим случай ( ) mV T T −= , где m  – 
некоторое число, отличное от –1: 1m ≠ − . В результате имеем:  
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( )1
0 ,

1
mdTP T P

V m
+γ= γ = +

+  

соответственно получаем:  

( ) ( ) ( )0 ,
1

mU V T P T T P T
m

−γ= = +
+

 

( ) ( )1
0

0

1
Θ ln ,m

m
mdT dT T P

VP T P T
+

−
μ + μ= μ = = +

γ γ+   

( )
3/2

1 3/2 1/2 1 1/2
0 0 02

( 1) ( ) ( 1)  ( ) .m m mmD T T P C m T P dT+ − + −+= + γ + α +  +
γ

 

Полагая 0 0 0,P C= =  получаем коэффициент диффузии и источник со 
степенной зависимостью от T  следующего вида:  

( )
2

1
2

2 ( 1) 2,    .
1 11

m mm mD T J T T
m mm

− − −α + β γ= − = − + σ
− +γ −

 

3.2. Класс решений II 

Второй класс решений получается с помощью выбора следующих со-
отношений для функций g  и f : ( ) ( ),  g g t f f t= = . Соответствующие урав-
нения для этих функций будут иметь вид 

 ( )2 2,  .g g g f g= −γ α +β = β + α  (26) 

Условия разделения переменных теперь приводят к следующим соот-
ношениям:  

[ ] [ ],   ,   , ,   , 0.R U V J W V U V U U W′ = α = +β = −γ =  

Теперь в качестве произвольной функции удобно выбрать ( )U T . 
Интегрируя последнюю систему уравнений, находим:  

( ) ( ) ( ) ( ),    ,   ,dTV U T Q T Q W F U
U T

= = γ =  

( ) ( ) ( ) ( ),   .D Q T dT J U T Q T U T
U
α= = β + σ  

Как и в предыдущем случае, решение для T  находится из системы:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2,   .x tT g t U T T g t U T Q T U T= = β + α + σ  

Из первого уравнения находим, что в общем случае решения для T  
можно записать в автомодельном виде:  

 ( ) ( ) ( )),   .T G g t x t= ζ ζ = + ξ  (27) 
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Функция ( )tξ  в этом случае должна вычисляться, исходя из подста-
новки (27) во второе базовое соотношение, которое принимает для ( )tξ  сле-
дующий вид:  

( )( ) ( )( )
( )

2 .
V G

g t gx
G

ζ
ξ = β + α −

′ ζ
   

Как следует из (27), решения этого типа представляют собой также ав-
томодельные решения с автомодельной переменной ζ . Эти решения теперь 
могут представлять собой осциллирующие по времени решения в зависимо-
сти от выбора параметров уравнения (26). Для данного варианта можно также 
получить частные решения при конкретном выборе ( )V T , как это было сде-
лано в предыдущем разделе. 

В конце данного раздела заметим, что вид базовых соотношений (16) 
может быть расширен, что позволяет рассматривать и другие типы решений 
уравнений типа (15). Здесь приведены самые простые типы представлений 
для ( ), ,u T x t  и ( ), , .v T x t  Для более конкретных задач данный подход может 
дать частные решения более сложного вида, связанные с более соложной 
зависимостью ( ), ,u T x t  и ( ), ,v T x t  от T . 

4. Некоторые другие примеры диффузионных уравнений 
4.1. Линейный по T  коэффициент диффузии 

Следующий пример связан с диффузионным уравнением:  

 t xxT T T kT= β + ,   (28) 

который является частным случаем уравнений (15). В качестве нелинейной 
подстановки для него рассмотрим следующее соотношение:  

( ) ( ) ( ) ( ), , , ln , .u T x t x t T x t= φ + ψ  

Исходное уравнение в результате такой подстановки превращается  
в следующее соотношение:  

( ) ( )( ), , ln ln .x xv T x t T T T T kT= β φ + ψ + φ φ + ψ +  

Подставляя это соотношение в условие совместности, приходим  
к ограничениям для функций φ  и ψ , имеющих следующий вид:  

 ( ) ( ) ( ),   .p t r t x n tφ = ψ = +   (29) 

Функции ( ) ,c t  ( ) ,b t  ( )q t  при этом должны удовлетворять следующим 
уравнениям:  

( )2 0,   0,   0,dr dp dnr kr rp kp k r n kp
dt dt dt

−β − = −β − = − +β + =  

общее решение которых можно записать так:  
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( )1 1 1
1 2 1 3 2 1( ) ,  ( ) ,  ( ) .kt kt ktr k C ke p C C ke n C C kt C ke− − − − − −= −β = −β = − −β  

В результате уравнения (2) примут вид  

 ( ) ( ) ( )ln ,xT p t T r t x n t= + +   (30) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )ln .tT p t p t T r t x n t T r t k= β + + + β +  (31) 

Эта система первого порядка совместна по построению, но не интегри-
руется точно. Поэтому для построения ее решения приходится прибегать  
к численному решению одного из уравнений системы (30). 

Следует особо подчеркнуть, что приведенный пример демонстрирует 
специфическую возможность метода НФП получать решения в виде упро-
щенных уравнений первого порядка, которые в определенном смысле можно 
рассматривать как обыкновенные дифференциальные уравнения. Такой спо-
соб представления решений можно назвать полуточным. 

Заметим, что исходное уравнение можно представить с помощью 
замены lnn T=  в виде уравнения диффузии  

( )n
t xn e n k

x
∂= β +
∂

 

с коэффициентом диффузии ( ) nD n e=  и постоянным внешним источником  
с интенсивностью J k= . Такое представление интересно для моделей диф-
фузии дефектов в задачах с рождением дефектов от внешнего источника из-
лучения. 

4.2. Уравнение быстрой диффузии. Автоволны 

Уравнение быстрой диффузии встречается в целом ряде направлений 
исследований [14, 15], одним из которых является задача образования коге-
рентных структур в средах с нелинейной диффузией. Под уравнением  
быстрой диффузии в самом общем виде можно понимать диффузионные 
уравнения с нелинейной зависимостью коэффициента диффузии вида 
( ) 1

0 0( )D T D T T −= + .  
Рассмотрим уравнение общего вида:  

 ( )( ) ( ) .t x x xx x tT CT QT T KT T PT ST RT T+ + + = + + +  (32) 

Это уравнение при определенном подборе коэффициентов ( ), ,C x t  

( ), ,Q x t  ( ), ,K x t  ( ), ,P x t  ( ), ,S x t  ( ) ,R x t  сводится к уравнению быстрой 
диффузии. С помощью базовых соотношений это уравнение приводится  
к следующему виду:  

 ( ) 2 2 0,x TT u uu uv Cu MuT ZT HvT+ − − − − − =  (33) 

где  

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,M Q x t C x t K x t P x t= − − , 
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( ) ( ) ( ), , ,Z K x t Q x t R x t= − , ( ) ( ), ,H K x t S x t= − . 

Будем искать решение уравнения (33) и уравнения совместности 
базовых соотношений в виде  

 ( ) ( )1 , , ,N
Nu U x t T U x t T= +  ( ) ( )1 , , ,N

Nv V x t T V x t T= +   (34) 

здесь N  – некоторый, вообще говоря, вещественный параметр. 
Коэффициенты представления (34) запишем следующим образом:  

( )1 1,    ,    ,    .x t N NU V U e V N C eθ θ= φ = φ = = −  

После подстановки этих соотношений в уравнения получаем систему 
уравнений:  

( ) ( )Ψ Ψ 0,   Ψ 1 ,xN C C N
t x
∂ ∂− − + = = θ + − φ
∂ ∂

 

( ) ( )1 ,t x xM N C H C= − − − φ − − φ + θ  

( )( ) .xx t x x xZ H N C= φ − φ − − φ − φ θ  

 Разрешая уравнение ( ), ,xT u x t T=  относительно ,T  находим:  

 ( )( ) ( )1/ 1Ψ
01 ,

N
T e N e dx c

−φ  = − +    (35) 

где 0c  – произвольная постоянная. 
Для перехода к уравнению быстрой диффузии введем функцию ( ),n x t :  

,x
x

Tn w
T

= + − φ  

где ( ), xw H x t= + φ . 
В результате находим, что функция ( ),n x t  

 ( )( ) ( )Ψ ,
0

1 ln ,
1

x tn e dx c w x t
N x

∂= + +
− ∂   (36) 

удовлетворяет уравнению:  

( ) ( )
2

2
ln 1 2t

nn C n C N w
xx

∂ ∂= +  − + + −  + ∂∂
  

 ( ) 2Ψ 1
Ψ .x x

t xx
w N w w

w
x n

 − − −∂
 + + −

∂   
  (37) 

Рассмотрим случай, когда constC = :  

( ) ( )Ψ Ψ ,   ,x pt p N C= + = −  
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 ( )( ) ( )Ψ
0

1 ln , .
1

x ptn e dx c w x t
N x

+∂= + +
− ∂   (38) 

Кроме этого, потребуем равенства нулю слагаемых в правой части (37), 
что эквивалентно следующим дополнительным уравнениям:  

 ( ) 2Ψ 0,   Ψ 1 0,   2.t x xx x xw qw w N w w q C N+ − = − − − = = + −   (39) 

Из первого уравнения этой системы находим:  
,   Ψ ,x x x tw q= η η − = −η  

откуда получаем  

( ) ( ) ( )1 Ψ .
2 1

f x qt x pt
N

η = − + +
−

 

Решения второго уравнения системы (39) можно записиать так:  

( ) ( )1 ln ,   Ψ 2ln .
1

f x qt x pt
N

= σ − = − ε +
−

 

Это позволяет вычислить функции σ  и ε :  

( ) ( ) ( )1 1
01 02 ,N Z N ZZ e e− λ − − λσ = σ + σ   

( ) ( ) ( )1 1
01 02 .N Z N ZZ e e− λ − − λε = ε + ε  

Редукции (39) приводят решение для n  к следующему виду:  

 
( )

( ) ( ) ( )02
1 1ln Ψ .

1 2 1
dxn c f x qt x pt

N x Nx pt

 ∂ ′ ′ = + + − + +
 − ∂ −ε + 
   (40) 

Полученное решение описывает две бегущие волны, распространяю-
щиеся с различными скоростями p  и q . При этом уравнение  

 ( )
2

2
ln 1 ,t

nn C n
xx

∂ ∂= +  −  ∂∂
  (41) 

которому удовлетворяет полученное решение, не содержит правой части. По-
следнее означает, что процесс, соответствующий (41), представляет собой ав-
товолны, для существования которых не требуется внешнего источника, хотя 
среда, в которой распространяются волны, является диффузионной, т.е. по 
классическому определению – диссипативной. Отметим также, что последнее 
уравнение представляет собой классическое уравнение быстрой диффузии 
[14, 15], а полученные решения – новым классом решений этого уравнения. 

4.3. Уравнение быстрой диффузии. Формирование структуры 

Еще одним примером уравнения с коэффициентом диффузии 1 /D n=  
является уравнение следующего вида:  
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 ( )1 ,t xx xT T T rT kT p−= + + +  (42) 

где , ,k p r  – постоянные. Используя нелинейные подстановки (2), находим 
выражение для функции ( ), ,v T x t :  

 ( ) / .x Tv u uu ru T kT p= + + + +  (43) 

Будем искать решение уравнения совместности для функции ( ), ,u T x t  
в виде расширенной линейной подстановки:  

( ) ( ) ( ), , , ,u T x t A x t B x t T= + . 

В результате уравнение совместности сведется к уравнению для функ-
ции ( )B B x=  третьего порядка:  

( ) ( )2 3( ) ( ) 0.B x rxB r B B r B B pB gke− −′′′ ′ ′′ ′ ′ ′+ + − − − + =  

Функция ( ),A x t  в этом случае будет иметь такой вид:  

( ) ( )
0 ,B x rxktA A e g e− −= +  

здесь 0A  и g  – произвольные постоянные. Решение исходного нелинейного 
уравнения в этом случае будет иметь вид  

 ( ) ( ) ( )( )21, ,ktT x t e Z x B B rB p
k

′′ ′ ′= − + + +  (44) 

где функция ( )Z x  связана c ( )B x  соотношением:  

( ) ( )( ) ( )2
1 2 ,rx B x B xZ x C C e dx e− −= +   

здесь 1C  и 2C  – постоянные интегрирования. В частности, данное решение 
демонстрирует в случае 0k <  возникновение статической структуры в рас-
пределении элементов среды при t →∞ . Возникающая статическая структу-
ра описывается функцией  

( ) ( )( )21, .T x B B rB p
k

′′ ′ ′∞ = − + + +  

Заметим, что исходное уравнение можно представить двумя другими 
способами. Первый сводится к простой модификации первого слагаемого, 
что приводит к уравнению  

 
2

x x x
t

T T TT r kT p
x T T T
∂    = + + + +   ∂    

 (45) 

с коэффициентом диффузии ( ) 1D T T −=  и нелинейным источником:  
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2
.xTJ kT p

T
 = + + 
 

 

Вторая модификация уравнения связана с заменой 2n T= . Это приво-
дит к уравнению  

1 1 2 2t x xn n r n kn p n
x n n
∂  = + + + ∂  

 

с коэффициентом диффузии вида ( ) 1/2D n n−=  и нелинейным источником:  

1 2 2 .xJ r n kn p n
n

= + +  

Заключение 
Приведенные примеры дают общее представление о методе нелиней-

ных функциональных подстановок. Вместе с теми возможностями, которые 
были описаны в [6], приведенные в данной работе примеры указывают на 
эффективность метода НФП при решении общих задач отыскания интегриру-
емых тем или иным способом уравнений. Если вариант метода НФП, приве-
денный в [6], связан с методом обратной задачи, то примеры, связанные  
с уравнениями Sin – Gordon и Лиувилля, приведенные в данной работе, де-
монстрируют, что такой подход дает реальный способ искать преобразования 
Бэклунда для уравнений более общего вида. 

Важным достоинством данного метода является возможность с его по-
мощью получать новые частные точные решения в тех случаях, когда урав-
нение не интегрируется другими способами. Среди примеров, рассмотренных 
в данной работе, имеются ситуации, когда построение решения уравнения  
в частных производных сводится к решению системы связанных дифферен-
циальных уравнений первого порядка, которые не обязательно интегрируют-
ся точно. В этих случаях понижение порядка до первого по каждой из коор-
динатных переменных упрощает дальнейший анализ задачи на основе числе-
ных расчетов. 

В целом можно констатировать, что метод НФП представляет собой 
достаточно универсальный и эффективный инструмент работы с нелинейны-
ми задачами различного типа, который найдет примерение в дальнейшем для 
широкого круга задач. 
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