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МНОГОЗНАЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  
ДИФФУЗИИ И ГИДРОДИНАМИКА1 

2 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Основной целью работы является построение нового 

класса решений двумерного уравнения диффузии (теплопроводности), пред-
ставляющих собой многозначные функции. Новые решения связываются  
с квазилинейными уравнениями первого порядка, которые имеют гидродина-
мическую аналогию в классе течений идеальной жидкости. Сравнивается 
классическая гидродинамическая аналогия диффузионного процесса с течени-
ем вязкой жидкости и новая аналогия с течением идеальной жидкости. Рас-
сматривается общая роль точек ветвления в идентификации многозначных 
решений. 

Материалы и методы. Методом исследования является анализ решений 
уравнений диффузии, записанных в координатах на комплексной плоскости. 

Результаты. Найдены общие формулы вычисления точных многозначных 
решений двумерного уравнения диффузии на основе их связи с квазилиней-
ными уравнениями первого порядка. Установлена новая гидродинамическая 
аналогия этих решений с течениями идеальной жидкости на плоскости. При-
ведены конкретные примеры решений для нескольких важных с практической 
точки зрения задач. 

Выводы. С помощью развитого в работе метода показано, что уравнения 
диффузии (теплопроводности) имеют в качестве решений многозначные 
функции, число листов которых определяется начальными условиями. Разви-
тый метод дает новый подход к построению решений уравнений диффузии как 
классических, так и в классе многозначных функций.  

Ключевые слова: двумерные уравнения диффузии и теплопроводности, 
гидродинамическая аналогия, квазилинейные уравнения первого порядка, 
многозначные решения. 
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MULTIPLE SOLUTIONS OF DIFFUSION  
EQUATIONS AND HYDRODYNAMICS 

 
Abstract. 
Background. The main goal of the paper is to construct a new class of solutions 

of the two-dimensional diffusion equation (heat conductivity), which are 
multivalued functions. New solutions are associated with quasilinear first-order 
equations that have a hydrodynamic analogy in the class of flows of an ideal fluid. 
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We compare the classical hydrodynamic analogy of the diffusion process with the 
flow of a viscous fluid and a new analogy with the flow of an ideal fluid. The 
general role of branch points in the identification of uniquely determined solutions 
is considered. New solutions of diffusion equations are constructed. 

Materials and methods. The method of investigation is the analysis of solutions 
of the diffusion equations written in coordinates on the complex plane. 

Results. We found general formulas for calculating the exact multivalued 
solutions of the two-dimensional diffusion equation based on their connection with 
quasilinear first-order equations. A new hydrodynamic analogy of these solutions is 
established with the flows of an ideal liquid in the plane. Specific examples of 
solutions for several important practical problems are given. 

Conclusions. Developed in this paper, it is shown that the diffusion (thermal 
conductivity) equations have many-valued functions as solutions, the number of 
sheets of which is determined by the initial conditions. The developed method gives 
a new approach to the constancy of the solutions of the diffusion equations both 
classical and in the class of multivalued functions. 

Key words: Two-dimensional equations of diffusion and heat conduction, hy-
drodynamic analogy, first-order quasilinear equations, multivalued solutions 

Введение 

Основным уравнением теории диффузии (теплопереноса) в линейной 
среде является уравнение  

 Ψ ( , ) 0,L̂ J x t− =   (1) 

где L̂  – линейный параболический оператор:  

 ( )Δˆ ,L D t
t

∂= −
∂

  (2) 

( )D t  – коэффициент диффузии (возможно, зависящий от времени); 

1 2( , , , )dx x x x= …  – декартовы пространственные координаты; t  – время.  

В качестве источника ( , )J x t  будем рассматривать линейную функцию 

по переменной Ψ : ( , )Ψ( , )J U x t x t= . Сама функция ( )Ψ , ,x t  в зависимости от 

характера процесса, может быть концентрацией элементов среды или ее 
температурой. В данной статье будет рассматриваться в основном случай 
пространственной размерности 2d = . Процесс диффузии в линейной среде 
можно в целом представить как процесс «выравнивания» неравномерного 
распределения концентрации в пространстве некоторой диффундирующей 
примеси (или температуры). Именно такой характер диффузионных 
процессов считается классическим. 

С другой стороны, известным фактом является то, что уравнения пара-
болического типа (1) связаны с гидродинамическими уравнениями потенци-
ального потока вязкой жидкости. Это легко показать, если ввести функцию 
Φ lnΨ= , которая играет роль потенциала вязкого гидродинамического  
течения. Уравнение (1) можно записать в виде уравнения относительно 
функции Φ :  

 ( )2 2Φ ( )ΔΦ ( ) (Φ ) (Φ ) ( , ).t x yD t D t U x t= + + +   (3) 
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Рассмотрим градиентное векторное поле 2 ( ) Φ ( , )x yu D t u u= − ∇ = . 

Тогда, вычисляя компоненты градиента от обеих сторон уравнения (3), 
приходим к следующему уравнению для ( , , )u x y t :  

 ( , ) 2 ( )Δ ,tu u u D t u F+ ∇ = −   (4) 

где 

ln
2 ( ) 2 .

d D
F D t U u

dt
= ∇ +  

Уравнение (4) в точности совпадает с уравнениями вязкого потенци-
ального течения жидкости в поле объемных сил F  с коэффициентом кинема-
тической вязкости 2 ( )D t . Этот факт переносится на уравнения (1) в произ-

вольной координатной размерности. Таким образом, формально с диффузи-
онным потоком в линейной среде всегда можно связать некоторый гидроди-
намический поток, который в некотором смысле можно рассматривать как 
суть процесса переноса диффундирующей примеси. Наличие гидродинами-
ческой аналогии в процессе диффузии указывает на возможность существо-
вания в диффузионном потоке таких структур, которые характерны именно 
для гидродинамики, например, наличие особенностей в форме опрокидыва-
ющихся волновых фронтов или многозначных решений, которые в гидроди-
намике обычно интерпретируют как ударные волны. Указанием на такую 
возможность является нелинейность уравнений Навье – Стокса (4), хотя само 
исходное уравнение диффузии является линейным. При этом обычно счита-
лось, что именно диффузионные процессы предотвращают образование 
ударных волн в среде. 

Ранее в работах [1, 2] было показано, что многозначные решения явля-
ются характерным элементом линейных процессов, которые описываются 
линейными уравнениями гиперболического и эллиптического типа. Этот 
факт опирается на доказательство того, что уравнения Д’Аламбера и Лапласа 
в координатной размерности большей 1 связаны с системами квазилинейных 
уравнений первого порядка, которые тесно связаны с гидродинамическими 
потоками. Отсюда можно сделать вывод, что раз диффузионные процессы 
также cвязаны с гидродинамическими потоками, то и для параболических 
уравнений (1) возможны классы решений, обнаруживающие сложное поведе-
ние, аналогичное образованию опрокидывающихся фронтов и многозначных 
решений. Факт наличия таких решений для параболичнеских уравнений в ко-
ординатной размерности 2 был обнаружен в [3]. 

В настоящей работе приводятся результаты исследований многознач-
ных решений уравнения (1) c потенциалами достаточно общего вида и,  
в частности, для простого уравнения диффузии без источников в координат-
ной размерности 2d = . Мы покажем, что такие решения также связаны  
с квазилинейными уравнениями первого порядка и, фактически, связаны  
с гидродинамическими потоками на плоскости, которые не являются вязкими. 
Именно это и приводит к возможности опрокидывания волновых фронтов  
в процессе диффузии. Это явление указывает на возможность возникновения 
сложных динамических процессов даже в линейной диффузионной среде.  
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В заключении данной работы мы покажем, что аналогичное сложное поведе-
ние возможно и для физических объектов, которые описываются параболиче-
скими уравнениями с мнимым временем. К таким объектам относятся неста-
ционарные квантовые состояния и оптическое излучение в однородной и не-
однородной средах определенного типа. 

1. Уравнения в комплексных координатах и гидродинамика 

В записи оператора L̂  и уравнения (1) перейдем к комплексным 
координатам ,z x iy z x iy= + = − . В этом случае уравнение (1) будет иметь 

такой вид:  

 
2Ψ Ψ

4 ( ) ( , , )Ψ.D t U z z t
t z z

∂ ∂− =
∂ ∂ ∂

  (5) 

Поскольку это уравнение является линейным, то его общее решение 
может быть построено с помощью суперпозиции частных решений, отвеча-
ющих определенным дополнительным условиям. В качестве частных реше-
ний уравнения (5) рассмотрим функции Ψ( , )x z  следующего вида:  

 ( , )Ψ( , ) ( , ) ,zv z tx t A z t e=   (6) 

где ( , )A z t  и ( , )v z t  – две вспомогательные функции, являющиеся аналитиче-

скими функциями комплексной переменной z x iy= + . Эти решения являются 

комплексными, однако вещественная или мнимая часть этих частных реше-
ний является также решением этого уравнения. Поэтому из частных решений 
этого типа можно затем сконструировать и общее вещественное решение ис-
ходного уравнения. 

Подставляя функцию Ψ  в уравнение (5), приходим к условию обраще-
ния его в тождество, которое эквивалентно уравнениям для функций ( , )A z t , 

( , )v z t  и ( , , )U z z t : 

( , ) ( , ),U M z t z N z t= +  

  4 ( ) ( , ) 0,t zv D t vv M z t− − =   (7) 

(4 ( ) ) ( , ) 0.tA D t Av N z t A
z

∂− − =
∂

 

Представим функцию A  в виде произведения: A QL= , где функция Q  

удовлетворяет уравнению  

 (4 ( ) ) 0.tQ D t Qv
z

∂− =
∂

  (8) 

Тогда последнее уравнение в (7) эквивалентно уравнению относительно 
Θ lnL=  следующего вида:  

 Θ 4 ( ) Θ ( , ).t zD t v N z t− =   (9) 

Поскольку уравнение (8) представляет собой дифференциальный закон 
сохранения, существует функция ( , )S z t  такая, что  



№ 3 (47), 2018                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 91

 ,   4 ( ) .
S S

Q D t Qv
z t

∂ ∂= =
∂ ∂

  (10) 

Сама функция ( , )S z t  является решением уравнения  

 4 ( ) 0.
S S

D t v
t z

∂ ∂− =
∂ ∂

  (11) 

Таким образом, система квазилинейных уравнений первого порядка  

4 ( ) ( , ) 0,t zv D t vv M z t− − =  

  Θ 4 ( ) Θ ( , ),t zD t v N z t− =   (12) 

4 ( ) 0,
S S

D t v
t z

∂ ∂− =
∂ ∂

 

где Θ lnL= , эквивалентна исходному уравнению диффузии. Решение  
этой системы может быть построено с помощью метода характеристик, кото-
рый позволяет строить частные решения исходного уравнения (5). Результа-
ты применения этого метода к системе (12) будут рассмотрены далее, но 
прежде рассмотрим связь комплексных решений (6) с гидродинамическими 
течениями. 

2. Гидродинамическая аналогия 

Гидродинамический смысл функции ( , )v z t , участвующей в записи 

решения (6), вытекает из следующего тождества:  

 
Φ Φ Φ

2 2 ( ) ( , ),x yV u iu D i D D t v z t
x y z

 ∂ ∂ ∂= + = − + = − = − ∂ ∂ ∂ 
  (13) 

где Φ lnΨ ln ( , )A v z t z= = + .  

Таким образом, аналитическая функция ( , ) 2 ( ) ( , )V z t D t v z t= −  в пред-

ставленном типе решений – это комплексная скорость гидродинамического 
потока, сопровождающего процесс диффузии. В связи с этим первое уравне-
ние системы (12) можно интерпретировать как уравнение гидродинамическо-
го течения, записанного в комплексной форме. Умножая это уравнение на ко-
эффициент 8 ( )D t−  и раскладывая результат на мнимую и вещественную ча-

сти, приходим к паре уравнений Эйлера (без вязкости) для компонент ком-
плексной скорости 8 ( ) ( , ) x yW D t v z t w iw= = +  с вектором скорости потока 

( , )x yW w w= :  

,x x x
x y x

w w w
w w F

t x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 

  ,
y y y

x y y
w w w

w w F
t x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
  (14) 

где xF  и yF  – компоненты объемной силы:  
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ln
( , ) 8 ( ) ( , ) 8 ( , ) .x y

d D
F z t D t M z t v z t F iF

dt
= − + = +  

При выводе этих уравнений использовались условия Коши – Римана 
для аналитической функции ( , )w z t :  

, .
y yx xw ww w

x y y x

∂ ∂∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

Таким образом, решения типа (6) связаны с невязким потоком жидко-
сти. Более того, в отличие от поля u  с компонентами ,x yu u , данный поток 

является непотенциальным, сжимаемым и завихренным. Действительно, из 
условия Коши – Римана следует, что либо  

2 2

2 2
, ,Δ 0,x yw w

x y x y

∂ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ= = − ϕ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

либо  

2 2

2 2
, ,Δ 0.x yw w

y x x y

∂ψ ∂ψ ∂ ψ ∂ ψ= = ψ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

В результате имеем  

2 2 2

2 2
d 2

yx ww
ivW

x y x yx y

∂∂ ∂ φ ∂ φ ∂ ψ= + = − = =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

0,  

2 2 2

2 2
2

yx ww

y x x y x y

∂∂ ∂ φ ∂ ψ ∂ ψ− = = − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

0.  

Рассмотрим теперь для простоты случай constD =  и представим функ-
цию 16 ( , )DN z t  в виде производной по z  от функции Π( , ) ( , , )z t p x y t= − −  

( , , )iq x y t− :  

 
1 Π 1

( ) ( ) .
2 2

d p p
F z i p iq i

dz x y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂= = − − + = − + ∂ ∂ ∂ ∂ 
  (15) 

Тогда система уравнений примет такой вид:  

,x x x
x y x

w w w
w w p

t x y

∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
 

  ,
y y y

x y y
w w w

w w p
t x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
  (16) 

где функция p  удовлетворяет уравнению Лапласа:  

Δ 0.p =  

Объемная сила ( , )x yF p p= −  имеет нестандартный вид, что затрудняет 

использование полученной гидродинамической аналогии в прикладных гид-
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родинамических задачах. Однако, учитывая то, что объемная сила такого ти-
па соответствует именно диффузионному процессу, связанному с (6), можно 
сказать, что диффузию порождает объемная удельная сила специфического 
вида ( , )x yF p p= −  (15). При этом вещественная суперпозиция решений типа 

(6), например вещественная часть такого решения, будет связана с вязким по-
током, удовлетворяющим уравнениям (4). Вместе с тем, имеются и простые 
варианты выбора объемных сил, которые могут быть связаны непосредствен-
но с гидродинамикой реальной жидкости в поле реальных объемных сил. Та-
ким простым вариантом выбора функции p  является линейная функция ко-
ординат: ( ) ( ) ( )p a t x b t y c t= + + . В этом случае объемную силу F  можно ин-
терпретировать как удельную силу тяжести в однородном поле тяготения:  

 
1

( ( ), ( )),F f a t b t= −
ρ

  (17) 

где ρ  – плотность сжимаемой среды. 

Единственным недостатком рассматриваемой гидродинамической ана-
логии является отсутствие в ней уравнения сохранения массы или уравнения 
неразрывности. Этот недостаток можно восполнить, воспользовавшись урав-
нением (8). Поскольку функция ( , )Q z t  зависит только от z , то комплексно-

сопряженная ей функция * * * *( ( , )) ( , )Q Q z t Q z t= =  зависит только от *z . 

Учитывая это и умножив уравнение (8) на *Q , приходим к уравнению  

( )2 2| | 4 | | 0.Q Dv Q
t z

∂ ∂− =
∂ ∂

 

Вычисляя вещественную часть этого соотношения, приходим к урав-
нению неразрывности:  

 ( ) ( )2 2 2| | | | | | 0,x yQ Q w Q w
t x y

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

  (18) 

что позволяет функцию 2| |Qρ =  интерпретировать как плотность сжимаемой 

среды. Вычисляя мнимую часть этого соотношения, получаем следующее 
соотношение:  

( ) ( )2 2| | | | ,x yQ w Q w
y x

∂ ∂=
∂ ∂

 

что эквивалентно существованию функции χ  такой, что выполнены 

равенства:  

2 2

1 1
, ,

| | | |
x yw w

x yQ Q

∂χ ∂χ= =
∂ ∂

 

которые дают представление о структуре гидродинамического потока  
с полем скорости W . 

Наличие гидродинамической аналогии в форме уравнений идеальной 
жидкости указывает на то, что решения типа (6) могут быть многозначными, 
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поскольку гидродинамика идеальной жидкости допускает решения в форме 
опрокидывающихся волн, которые описываются многозначными функциями. 
Это означает, что такие же многозначные решения имеются и у исходного 
линейного уравнения диффузии, что, вообще говоря, является важным новым 
фактом. Построение и исследование таких решений и является дальнейшей 
нашей задачей. 

3. Решение уравнений на характеристиках 

Общим способом построения решений системы уравнений (12) 
является метод характеристик [4]. В отличие от классического метода 
характеристик, воспользуемся методом комплексных характеристик. Введем 

переменную ( ) 4 ( )t D t dtτ =  . Тогда уравнение характеристик системы (12) 

будет иметь следующий вид:  

 .
dz

v
d

= −
τ

  (19) 

Если разложить последнее уравнение на мнимую и вещественную 
части, то получим пару вещественных характеристик для двумерного течения 
с компонентами ( , )x yv v . Поэтому решение задач в форме комплексных 

уравнений упрощает выкдадки, не меняя сути вычислений с вещественными 
характеристиками. На характеристиках (19) уравнения для функций ,v S  и Θ  
примут такой вид:  

 ( ) ( )Θ
, ,   , ,   0,

dv d dS
m z n z

d d d
= τ = τ =

τ τ τ
  (20) 

где ( , ) ( , ) / 4 ( ), ( , ) ( , ) / 4 ( )m z M z t D t n z N z t D tτ = τ = .  

Подставляя v  и (19) в первое уравнение системы (20), получаем 
уравнение характеристик в замкнутой относительно z  форме:  

 
2

2
( , ).

d z
m z

d
= − τ

τ
  (21) 

Согласно общей теории метода характеристик, если найдены оба 
интеграла движения 1( , , )I v z τ  и 2 ( , , )I v z τ  системы уравнений (19) и (20) и, 

соответственно, (21), то общее решение системы (12) и первого уравнения 
(20) относительно v  находится из алгебраического уравнения  

 1 2( ( , , ), ( , , )) 0,H I v z I v zτ τ =   (22) 

где 1 2( , )H I I  – произвольная комплексная функция своих аргументов. Это же 

уравнение без ограничения общности можно записать в одной из следующих 
форм:  

 1 1 2( )I h I=   (23) 

либо  
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 2 2 1( ),I h I=   (24) 

где функции 1( )h I  и 2 ( )h I  взаимно обратны.  

При этом решение для S  представляет собой произвольную функцию 
от интегралов движения: 1 2( ( , , ), ( , , ))S S I v z I v z= τ τ , а решение для ( , )L z τ  

можно записать в следующей форме:  

  ( , )

1 2( , ) ,C

n z d

L J I I e
τ τ

=


 

где 1 2( , )J I I  – произвольная функция интегралов движения, а интеграл  

в показателе экспоненты берется по характеристикам C . В результате 
решение для ( , )Q z τ  можно записать в виде  

 
  ( , )  

1 2
1 2

( , )
( , ) ( , ) .C

n z d
S I IS

A z L e J I I
z z

τ τ ∂∂τ = =
∂ ∂


  (25) 

В силу произвольности функции 1 2( , )S I  и возможности представить 

(22) в виде (23)–(24) наличие множителя 1 2( , )J I  несущественно. Поэтому  
в дальнейшем мы его опускаем. Окончательно согласно (6) общее решение 
уравнения (5) для потенциала вида (7) можно записать в виде  

 
  ( , )  

( , ) 1 2( , )
Ψ( , , | ) .C

n z d
zv z S I I

z z H e e
z

τ τ
τ ∂τ =

∂


  (26) 

Функция 1 2( , )S S I I=  должна определяться из заданных начальных  

и граничных условий. 
Кроме произвола в выборе функции 1 2( , )S I I , существует произвол  

в выборе функции 1 2( , )H I I  в уравнении (22), который также не меняет 
форму потенциала ( , , )U z z τ . Этот дополнительный произвол можно назвать 
топологическим вырождением решений рассматриваемого типа. Таким 
образом, полное решение, учитывающее топологическое вырождение, можно 
записать в виде  

 Ψ  Ψ( , , | ),H
H

C z z H= τ   (27) 

где сумма берется по всем неэквивалентным функциям 1 2( , )H I I  и всем реше-

ниям уравнения (22) с произвольными постоянными коэффициентами HC . 

4. Решения для вещественного источника 

В качестве примера рассмотрим важный, с точки зрения приложений, 
случай, когда потенциал U , определенный в (7), является вещественным. 
Условие вещественности U  в случае вещественности ( )D t  сводится к двум 
соотношениям:  

 ( , ) ( ) ( ),     ( , ) ( ) ( ),m z a z b n b z cτ = τ + τ ζ τ = τ + τ   (28) 
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где ( )a τ  и ( )c τ  – произвольные вещественные функции, а ( ), ( )b bτ τ  – 

комплексные, но взаимно сопряженные друг другу функции. В этом случае 
имеем  

 2( , , ) 4 ( )( ( ) | | ( ) ( ) ( )).U z z D a z b z b z cτ = τ τ + τ + τ + τ   (29) 

Отметим, что эта общая форма потенциала связана с несколькими 
существенно различающимися по практической реализации системами.  
В случае ( ) 0a τ =  имеем линейно меняющийся в плоскости ( )x y−  

потенциал, а при дополнительном условии ( ) 0b τ =  потенциал, постоянный  

в плоскости ( )x y− . 

В рассматриваемом случае уравнения (20) с учетом (28) превращаются 
в линейные уравнения на характеристиках:  

 ( ) ( ) ,   ( ) ( ), 0.
dv dL dS

a z b b z c
d d d

= τ + τ = τ + τ =
τ τ τ

  (30) 

 Уравнение характеристик (21) теперь будет иметь вид  

 
2

2
( ) ( ).

d z
a z b

ds
+ τ = − τ   (31) 

Пусть 1 2( ), ( )Z Zτ τ  являются парой линейно независимых решений од-

нородной части уравнения (31) , а 0 ( )Z τ  – некоторым решением неоднород-

ного уравнения. Тогда общее решение для z  и v  на характеристике можно 
формально записать в виде  

 1 1 2 2 0( ) ( ) ( ) ( ),z I Z I Z Zτ = τ + τ + τ   (32) 

1 1 2 2 0( ) ( ) ( ) ( ).v I Z I Z Zτ = − τ − τ − τ    

 Постоянные интегрирования 1I  и 2I  являются интегралами движения. 

Решая последнюю систему уравнений (32) как систему алгебраических 
уравнений относительно 1I  и 2I , находим  

 ( ) ( )1 2 2 2 1 1
1 1

, ,I Z Z I Z Z
K K

= ξ + η = − ξ + η    (33) 

где 1 2 2 1 constK Z Z Z Z= − =   и 0 0, .z Z v Zξ = − η = +   

Эти выражения для интегралов движения 1I  и 2I  после подстановки  

в решения (22), (25) и (26) дают в результате полное решение уравнения (5) 
для случая квадратичного потенциала (29) . 

5. Классические решения 

Рассмотрим по отдельности три основных варианта общего вида квад-
ратичного потенциала (29). Наиболее простой вариант соответствует условию 

( ) ( ) 0a bτ = τ = , который эквивалентен однородному по пространству коэффи-

циенту при Ψ  в источнике. В результате уравнение для характеристик при-
нимает следующий вид:  
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2

2
0,

d z

d
=

τ
  (34) 

отсюда  

 1 2.z I I= τ +   (35) 

Множество характеристик, описываемых этим уравнением, представ-
ляет собой множество прямых линий, заданных в параметрической форме  
(в предположении вещественности s ):  

( ) [ ] [ ]1 2 1 2R R ,   ( ) I [ ] I [ ].x e I e I y m I m Iτ = τ + τ = τ +  

Соответствующие интегралы движения имеют вид 

 1 2,   .I v I z v= − = + τ   (36) 

Простейшее «классическое» решение для функции Ψ  соответствует 
выбору функции ( , )H I J  в следующем виде:  

1 2 2( , ) 0.H I I I z v= = + τ =  

Отсюда /v z= − τ . Характеристики (35) в этом случае – это прямые, 
выходящие из начала координат при 0τ =  и больше нигде не пересекающие-
ся. Соответствующее общее решение для Ψ  (26) теперь выглядит так:  

 
2

 ( )
| | /1

Ψ ( / ),C

c d

e e A z
τ τ

− ζ τ= τ
τ


  (37) 

где  

/
( / ) ( ,0) ( ,0) .

v z
A z J v S v

v =− τ

∂ τ = − − ∂ 
 

Решение (37) представляет собой классическое решение двумерного 
уравнения диффузии, записанное в комплексной форме. Вещественная часть 
этого решения, а также любая линейная суперпозиция этих решений является 
решением того же исходного уравнения. 

6. Многолистные решения 

Неклассические многозначные (многолистные) решения исходного 
уравнения в случае постоянного потенциала связаны с многозначными реше-
ниями уравнения (22). Эти решения можно записать в двух эквивалентных 
формах, которые удобно использовать в отдельных вариантах представления 
решений. Вариант уравнения для ( , )v z t  (24), обозначаемый в дальнейшем как 

(II), можно представить в следующем виде:  

 2 ( ),z v h v+ τ =   (38) 

где функция 2 ( )h v  определяется начальным условием: 2 ( ( ,0))z h v z= . 

Соответствующее решение (26) для Ψ  примет такой вид:  
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( )

( , )Ψ ( ) ,C

с d
zv z t

ze e B v v
τ τ

=


  (39) 

где  

 2( ) ( , ( )).B v W v h v
v

∂= −
∂

  (40) 

Простейшее многозначное (двулистное) решение соответствует выбору 
функции 2 ( )h v  в виде  

 2
2 2 2 2( ) ,h v a v b v c= + +   (41) 

где , , consta b c =  – некоторые комплексные постоянные. В этом случае имеем 
два решения уравнения (38):  

2
2 2 2 2 2

2

1
( , ) ( ( ) 4 4 )

2
v z b b a z a c

a± τ = τ − ± τ − + − =  

 2 2
2

1
( ) ( , ),

2
f p z

a
= τ ± τ   (42) 

где  

2
2 2 2 2 2 2 2

2

1
( ) 4 4 , ( ) ( ).

2
p b a z a c f b

a
= τ − + − τ = τ −  

Каждое из этих решений порождает свое решение (39) :  

 2 2 2

( )
( ( ) ( , )/(2 ))

2

( )
Ψ .

( , )
C

с d
z f p z aB v

e e
p z

τ τ
τ ± τ± ±

± =
τ


   (43) 

Асимптотическое поведение этого решения при | |z →∞  определяется 
показателем экспоненты. При | |z →∞  имеем  

 1/2 3/2 arg /2

2 2

1
( , ) | | .i zi

zv z zz z e
a a

−
± τ → ± = ±   (44) 

 Отсюда следует, что основной вещественный множитель, управляю-
щий асимптотикой решения, ведет себя при | |z →∞  так:  

 

3/2

2

1
| | sin(arg /2)

Ψ ~ .
z z

ae
±

  (45) 

Эта асимптотика показывет, что функция Ψ  убывает к нулю только  
в отдельных секторах плоскости ( )x y− , где знак показателя отрицателен. 
При этом в том секторе, где решение на одном листе убывает к нулю, на 
другом неограниченно растет и наоборот. Общее решение можно представить 
в виде суперпозиции:  

 ( )
2 ( )

1 1 1 1 1 1
2

, , , , , , ,
( , )

zf

V

e
F v v a b c z da db dc

p z

τ

+ −Ψ = τ
τ   (46) 
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где интеграл по параметрам 1 1 1, ,a b c  берется по некоторой заданной области 

V  из допустимых значений и введены обозначения:  

2 2( , ) ( ) ( , ) ( )

1 1 1( , , , , , , ) ( ) ( ) .C C

z c d z c d

F v v a b c z B v e B v e− +

−Θ τ + τ τ Θ τ + τ τ

+ − − − + +τ = −
 

 

Функции ( )B v± ±  произвольны и связаны с функциями 1 2( , )W I I±  

соотношениями (40), функции v±  соответствуют решениям (42), а функция 

Θ( , )z τ  определена соотношением  

2
2

2

( , )
Θ ( , ) .

2

zp z
z

a

ττ =  

Кроме этого, C±  – характеристики, соответствующие отдельным 

листам решений v± . 

Второй вариант двулистного решения (23), обозначаемый в дальней-
шем как (I), имеет такой вид:  

 1( ).v h z v= + τ   (47) 

 Формально такая форма решения демонстрирует другое асимптотиче-
ское поведение. Полагая  

 2
1 1 1 1( ) , ,h a b c z vζ = ζ + ζ + ζ = + τ   (48) 

приходим к следующему варианту двулистного решения:  

2
1 1 1 ,a b c zζ = τζ + τζ + τ +  

отсюда  

 1 1
1

1
( ) ( , ),

2

z
v f p z

a± = − + τ ± τ
τ τ

  (49) 

здесь  

2
1 1 1 1 1 1

1

1
(1 ) 4 ( ),   ( ) (1 ).

2
p b a c z f b

a
= − τ − τ + τ = − τ

τ
 

Теперь решение для Ψ  выглядит так:  

 
2

1 1 1

( )
( ( ) ( , )/(2 ( ))| | /

1

1 1
Ψ ( ) 1 .

( , )
C

c d
z f p z aze e e B v

p z

τ τ
τ ± τ τ− τ

± ±
 

= − ± τ τ 


  (50) 

При | |z →∞ : 1/2
1 1( ) 2p z a z→ − . Поэтому основной множитель  

в выражении для Ψ  будет иметь вид  

2 3/2

1

1 1
| | | | sin(arg /2)

Ψ ~ .
z z z

ae
− ±
τ
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Теперь асимптотика решения такова, что оба листа удовлетворяют гра-
ничному условию Ψ 0→  при | |z →∞ . Общее решение можно представить  

в виде суперпозиции:  

1 1
2

1

Θ ( ) Θ ( )
( ) | | /1

Ψ ( , , ) ( , , ) ,C C

c d c d
zf ze e e B v z e B v z+ −

+ τ τ − + τ τ
τ − τ

+ + + +

 
 = − τ + τ τ  
 

 
 

где введены обозначения:  

1
1 1

1 1

( , )1
( , , ) 1 ( , ( )),Θ .

( , ) 2 ( )

zp z
B v z W v h v

p z v a± ±
  τ∂τ = ± − = τ ∂ τ 

 

Двулистные решения являются частным случаем многолистных 
решений, которым соответствует выбор функций 1( )h z v+ τ  или 2 ( )h v , для 

которых уравнения (23)–(24) имеют число корней относительно v  больше 2. 
Примером случая с конечным числом листов является выбор 1( )h z v+ τ  или 

2 ( )h v  в виде полинома конечной степени. Анализировать такие решения  

в аналитическом виде сложно, поскольку решения алгебраических уравнений 
степени выше 4 не выражаются, как известно, в радикалах. Однако для 
описания общего поведения таких решений полезно ввести в рассмотрение 
динамику точек ветвления многолистных решений. 

7. Признак многозначности решения 

Общую задачу, для решения которой необходимо привлекать 
информацию о точках ветвления, можно сформулировать следующим 
образом: «Как по виду начального распределения функции Ψ( , , )z z τ  времени 

можно установить, является ли решение многолистным и сколько листов 
должно решение иметь для точного соответствия начальным и граничным 
условиям?».  

Поскольку речь идет о линейных уравнениях, то согласно теореме о 
существовании и единственности их решений при заданных классическим 
образом граничных и начальных условиях решения можно единственным 
образом представить в виде линейной суперпозиции частных решений 
данной краевой задачи, если они образуют полную систему базисных 
функций в соответствующем гильбертовом пространстве. Следовательно, все 
многозначные решения, которые получаются с помощью развитого метода, 
могут быть представлены в форме такой суперпозиции частных решений. 
Вместе с тем, как было показано в предыдущем разделе, классические 
решения уравнения диффузии с постоянными коэффициентами в рамках 
развитого метода соответствуют только одному выбору уравнений на 
характеристиках – линейной функции 1 2( , )H I I . Все остальные варианты 

выбора 1 2( , )H I I  будут приводить к многозначным решениям. Суть отличия 
многозначных решений от классических состоит в том, что эти решения 
состоят из нескольких листов, «сцепленных» в единое целое в точках 
ветвления. С точки зрения метода Фурье построения решений краевой задачи 
для диффузионного уравнения каждый лист должен представляться 



№ 3 (47), 2018                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 101

отдельным рядом. Вместе с тем отдельные листы многозначного решения 
динамически связаны, по крайней мере, через точки ветвления, что создает 
специфическую ситуацию с точки зрения физической интерпретации таких 
решений. Возникает вопрос – можно ли рассматривать каждый лист 
многозначного решения как отдельный? 

Для двулистных решений, рассмотренных выше, точками ветвления яв-
ляются такие значения z , при которых оба корня уравнения (23) (соответ-
ственно (24)) относительно v  совпадают. Отсюда следует, что точки ветвле-
ния для первого типа двулистных решений (49) могут быть найдены как ре-
шения алгебраических уравнений 1( , ) 0p z τ = , а для второго типа решений 

(42) как решения уравнения 2 ( , ) 0p z τ = . Координаты соответствующих точек 
ветвления можно записать для (49) так:  

2
1

1 1
1

( )
,

4

b
z c

a

τ −= − τ  

а для (42) таким образом:  

2
2

2 2
2

( )
.

4

b
z c

a

τ −= −  

Точки ветвления перемещаются в пространстве с постоянным ускоре-
нием, причем траектории движения для каждого двулистного решения рас-
смотренного типа отличаются друг от друга. В силу этого двулистные реше-
ния, отличающиеся коэффициентами , , ,i i ia b c  имеют несовпадающие между 
собой почти при всех τ  точки ветвления. Закон движения точек ветвления 
однозначно определяет вид двулистного решения за исключением произ-
вольного множителя ( )B v . Поскольку в точках ветвления, соответствующих 

1( , ) 0p z τ =  (или 2 ( , ) 0p z τ = ), решения (50) и (43) содержат множители, име-
ющие сингулярность в точках ветвления. Наличие особенностей в точках 
ветвления является основным признаком возникновения многолистных ре-
шений, а функциональный вид закона их движения со временем может дать 
исчерпывающую информацию о типе двулистного решения. 

В случае многолистных решений ситуация оказывается аналогичной. 
При наличии M  листов уравнения (23) и (24) относительно v  будут иметь 
по M  корней, часть из которых может совпадать. Общее уравнение для 
отыскания точек ветвления можно получить, вычисляя производную zv  от 
неявной функции, заданной уравнениями (23) и (24). Для каждого из вариан-
тов I и II имеем:  

( ) ( )( ) ( )'
1 2'I     1 ;   II      1 ( ) .z z z zv h z v v v h v v= + τ + τ + τ =  

Отсюда находим:  

 ( ) ( )1

1 2

' ( ) 1
I    ,      II     .

1 ' ( ) ' ( )z z
h

v v
h h v

ζ= =
− ζ τ − τ

  (51) 

По определению, в точках ветвления производная zv  должна иметь 

особенность. В результате находим, что положение точек ветвления можно 
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найти из решения алгебраических (или, возможно, трансцендентных) 
уравнений:  

 ( ) ( ) ( )1 2
1

I     ,       II    ( ) ,h z v h v′ ′+ τ = = τ
τ

  (52) 

в которые еще необходимо подставить решения для ( , )v z t , как решения 
уравнений (23)–(24). Заметим, что в общее решение (39) входит множитель 

zv . Согласно (51) этот множитель имеет особенность в точках ветвления, 
определенных соотношениями (52). Поэтому в каждой точке ветвления 
функция Ψ  (39) будет также иметь точечную особенность. Отсюда следует, 
что основным признаком многозначности решения является наличие точеч-
ных особенностей в структуре решения уже в начальный момент времени. 

8. Источник с квадратичным потенциалом 

Рассмотрим квадратичный вещественный потенциал (29), получаю-

щийся при следующем выборе произвольных функций: 2( ) Ω consta τ = = , 

1 2( ) ( ) ( ) 0b b cτ = τ = τ = . В случае диффузионной интерпретации уравнения (5) 
потенциал в правой части может быть как положительным (Ω R∈ ), так и от-
рицательным (Ω Ξ,Ξi R= ∈ ). В первом случае слагаемое с положительным 
коэффициентом соответствует генерации частиц неоднородным источником, 
имеющим квадратичное распределение. Во втором случае слагаемое описы-
вает поглощение частиц на стоках, неравномерно распределенных в среде. 

В первом случае имеем характеристическое уравнение (31) типа урав-
нения гармонического осциллятора:  

2
2

2
Ω 0,

d z
z

d
+ =

τ
 

решениями которого являются функции:  

 Ω Ω
1 2, ,i iZ e Z eτ − τ= =   (53) 

тогда 1 2 2 1 2 ΩK Z Z Z Z i= − = −  , а 0 ( ) 0Z τ = , так как правая часть уравнения 

(31) равна нулю. Интегралы движения (33) имеют теперь такой вид:  

Ω Ω
1 2

1 1
(Ω ) , (Ω ) .

2Ω 2Ω
i iI z iv e I z iv e− τ τ= + = −  

Характеристиками в этом случае являются эллипсы, параметрически 

задаваемые уравнением: Ω Ω
1 2( ) ( ) ( ) i iz x iy I e I eτ − ττ = τ + τ = + . Конкретное 

множество таких эллипсов определяется уравнением (22) . 
По аналогии с уравнением без источников в следующем частном случае: 

( ) Ω
1 2 2 1, 0,   Ω , iH I I I v i z I e z− τ= = = − = , 

получаем классические решения уравнения диффузии с квадратичным потен-

циалом 2 2 2Ω ( )U x y= + . Решение (26) будет в данном случае иметь вид  
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2(Ω| | Ω )

1Ψ ( ) ,i zA I e− + τ=   (54) 

где 1( )A I  – произвольная, связанная с 1 2( , )W I I  соотношением 

1 1
1

( ) ( ,0).A I W I
I

∂=
∂

 

Аналогично, полагая Ω
1 2 1 2( , ) 0, iH I I I I e zτ= = = , получаем еще одно 

решение. Пользуясь принципом суперпозии, запишем решение в следующем 
виде:  

 
2 2(Ω| | Ω ) (Ω| | Ω )

1 2Ψ ( ) ( ) .i z i zA I e A I e− + τ + + τ
− += +   (55) 

В решении (55) коэффициенты в степени экспоненты не зависят от τ , 
что совпадает с классическим решением. При этом есть произвольные 
функции 1( )A I± , определяющиеся из начального условия. В частном случае 

1 0( ) / 2A I A± =  имеем простое решение ( )2 2
0Ψ cos Ω( )A x y= + + τ . 

Очевидное обобщение рассмотренного случая состоит в выборе 

1 2( , )H I I  в виде  

 1 2 1 1 2 2 0( , ) 0.H I I k I k I k= + + =   (56) 

В этом случае имеем  

 ( )0
Ω

( ) 2 ,
( )

v i p k
q

= − τ ζ +
τ

  (57) 

где Ω Ω
2 1( ) i ip k e k eτ − ττ = + , Ω Ω

2 1( ) i iq k e k eτ − ττ = − .  

Подстановка v  в (54) дает следующее решение:  

 
( )2Ω ( )| | 2 ( )1( )

Ψ ,
( )

i z zA I
e

q

− γ τ + β τ
=

τ
  (58) 

где  

( ) ( ) / ( )p qγ τ = τ τ , 0( ) / ( )k qβ τ = τ , Ω
1

Ω ( , )
( , ) .

2Ω
iz iv z

I z e− τ+ ττ =  

Наиболее существенным отличием данного решения от «классическо-

го» является то, что множитель ( )γ τ  перед 2| |z  в показателе экспоненты за-
висит от τ . 

Для анализа асимптотики решения на бесконечности ( | |z →∞ ) необхо-

димо найти вещественную часть коэффициента при 2| |z  в степени экспонен-
ты. Будем далее обозначать этот коэффициент Γ( )τ . В рассматриваемом слу-
чае Γ( ) Im[ ( )]τ = γ τ . График этой функции представлен на рис. 1 слева. Как 
видно из графика, Γ( )τ  периодически принимает как отрицательные, так и 
положительные значения. Периодический рост решения на бесконечности 
объясняется наличием также растущего неоднородного источника.  
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Рис. 1. Асимптотика коэффициента в степени экспоненты (58) и (59)  
при | |z →∞  ( )

0 1 2

Ω 1, 1 5, 2k k k= = = =  

 
Решение (58) однолистное. Простейшее двулистное решение соответ-

ствует выбору 1 2( , )H I I  в виде квадратичной функции, например в такой 
форме:  

2 2
1 2 1 1 2 2 0( , ) 0,H I I k I k I k= + + =  

где функции ( )p τ  и ( )q τ  – те же, что и в (57) . Решение для v  теперь такое:  

2
1,2 1 2 0Ω (2 ) (2 ) / (2 ) ,v i z k k z k p p = − γ τ + τ τ 

 
  

где ( ) ( ) / ( )!q pγ τ = τ τ  

Знаки ±  соответствуют двум листам решения. Решение для Ψ  можно 
представить в виде  

 
Ω

Ω ( , )1 1
1,2

2
1 2 0

( )
Ψ ,

(2 ) (2 )

i
i v z zA I ik e z

e e
p k k z k p

− τ
τ τ

 
 = ±
 τ + τ 

  (59) 

где  

Ω Ω 2
1 2 1 2 0( (2 )) / (2 )i iI k e z ie k k z k p pτ − τ= ± + τ τ . 

В этом случае ( )1,2 1 2Γ ( ) Im[ (2 )] 2 Re[1 / 2 ]k k pτ = γ τ τ . График этих 

функций представлен на рис. 1 справа (подписи 1 и 2 соответствуют двум 
ветвям решения (59)). В этом случае асимптотика решения также 
периодически зависит от времени. 

Все выкладки для случая отрицательного коэффициента в потенциале 
2 2 2Ξ ( )U x y= − +  аналогичны рассмотренным выше, поэтому сразу приведем 

результаты для тех же примеров выбора функции 1 2( , )H I I . 

Интегралы (для этого случая введем обозначния 1 1 2 2,I J I J= = ) имеют 

вид  
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 Ξ Ξ
1 2

Ξ Ξ
, .

2Ξ 2Ξ

z v z v
J e J e− τ τ− −= =   (60) 

В первом примере ( 1 2 1,2( , ) 0H J J J= = ) имеем следующее решение:  

 
2 2Ξ| | Ξ| |

1 2Ψ ( ) ( ) ,z zB J e B J e− −τ +τ
− += +   (61) 

где Ξ Ξ
1 2,J e z J e z− τ τ= = , ( )B J±  – так же произвольные функции одного из 

интегралов движения. 
Отличием данного решения от рассмотренного выше является  

вещественный показатель экспоненты, что позволяет добиться убывания ре-
шения на бесконечности. Это соответствует росту распределения стоков в ис-
точнике. 

Второму примеру, когда 1 2 2 2 1 1 0( , ) 0H J J k J k J k= + + = , соответствует 

решение  

 
( ) ( )

2Ξ ( )| | 2 ( ) Ξ
1 1 2 0Ψ ( ) , / ( ),

z z
B J e J k z k e h

− σ τ + μ τ − τ= = + τ   (62) 

где 0( ) ( ) / ( ), ( ) / ( )s h k hσ τ = τ τ μ τ = τ  выражаются через новые вспомогатель-
ные функции:  

Ξ Ξ Ξ Ξ
2 1 2 1( ) , ( ) .s k e k e h k e k eτ − τ τ − ττ = + τ = −  

В третьем случае 2 2
1 2 2 2 1 1 0( , ) 0H J J k J k J k= + + = , аналогичные вычис-

ления дают два листа решения для функции ( , )v z τ :  

 2
1,2 0 1 2( , ) Ξ (2 ) 2 (2 ) / (2 )v z h z k s k k z s τ = − τ ± − τ − τ  

,  (63) 

и, соответственно, два решения исходного уравнения:  

 1,2 ( , )Ξ Ξ1 2
1,2 2

2
0 1 2

( )
Ψ ,

(2 ) (2 )

v z zB J k k z
k e e e

s k s k k z

ττ − τ
 
 = ±
 τ − τ − 

   (64) 

где интеграл движения имеет вид  

 Ξ Ξ 2
2 0 1 2(2 ) / (2 ).J k e z e k s k k z sτ − τ

±
 = ± − τ − τ 
 

  (65) 

На рис. 2 представлены графики Γ( )τ  для трех рассмотренных выше 

случаев: ( )1,2 1 2Γ( ) ( ) / ( ),Γ (2 ) 2 / (2 ).s h h k k sτ = − τ τ = − τ − τ  При соответ-

ствующем выборе знаков коэффициентов 0,1,2k  эти функции вещественны и 

отрицательны, что обесчечивает убывание решения на бесконечности. 

Решения (64) имеют особенность в точках 0 0 1 2( ) (2 ) / ( )z k s k kτ = ± − τ ,  

в которых подкоренное выражение в знаменателе обращается в ноль. Как 
видно из (63), эти же точки являются точками ветвления, так как две ветви 
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функции ( , )v z τ  равны в них, а также в них принимают одинаковые значения 
и интегралы движения (65). Этот факт позволяет устранить особенности  
в решении (64). Для этого рассмотрим сумму функций 1 2Ψ Ψ Ψ= + , которая 
также является решением исходного линейного уравнения:  

 
1 2( , ) ( , )

Ξ Ξ
2 1 2

2
0 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
Ψ .

(2 ) (2 )

v z z v z zB J B J B J e B J e
k e k k ze

s k s k k z

τ τ
τ − τ− + − ++ −= +

τ − τ −
  (66) 

 

 

Рис. 2. Асимптотика коэффициента в степени  
экспоненты (62) и (64) при | |z →∞  ( )0 1 2Ξ 0,3, 1, 1, 2k k k= = = − =  

 
Исследуем поведение данного решения вблизи точек 0z , для этого 

рассмотрим предел 0 ( )z z→ τ . Предел первого слагаемого в (66) :  

 0

0

ΞΞ 0
1 2 2

( )( ) ( )
lim 2 ,

(2 ) (2 )
v z

z z

B JB J B J
L k e k e

s p
+ ττ− +

→

+= =
τ τ

  (67) 

где индекс «0» имеют соответствующие величины при 0z z= . 

Для нахождения предела второго слагаемого необходимо применить 
правило Лопиталя, так как числитель и знаменатель стремятся к нулю при 

0z z→ :  

1 2

0

( , ) ( , )

2 0
2 2
0

( ) ( )
lim

v z z v z z

z z

B J e B J e
L C z

z z

τ τ
− +

→

−= =
−

 

( )21 1

0

,( , ) ( , )' '
0 1lim ' ' 'v z zv z z v z z

z z
C B J e B J e B v eττ τ

− − + + −
→

= − + −
 

2 ( , )
2

2 2
0

' / .v z z z
B v e

z z

τ
+

 −  − +   − 
 

Здесь Ξ
0 1 2 / (2 )C k k e s− τ= τ , ( )B B J± ±= . После некоторых вычисле-

ний получаем следующее выражение:  
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( )1 2

0

2 2 Ξ
0 ( , ) ( , )2

2 0 lim ' '
(2 )

v z z v z z

z z

z z e k
L C B e B e

z s

τ
τ τ

− +
→

−
= − − −

τ
 

( ) 1 2
1 2

Ξ ( , ) ( , )
2 2( , ) ( , )

2 2
0

' 'Ξ (2 )

(2 ) (2 )

v z z v z z
v z z v z z e k k B e B eh

B e B e z
s s z z

− τ τ τ
τ τ − +

− +

 +τ  − − + −
 τ τ − 

 

1 2( , ) ( , )
1 2

2 2
0

2Ξ
.

(2 )

v z z v z zk k B e B e
z

s z z

τ τ
− +

 +  −
 τ −  

 

Первые два члена стремятся к нулю, так как слагаемые, входящие  
в разности 1,2( , , )v J B± ± , равны в точке 0z . Третье и четвертое слагаемые  

в сумме также равны друг другу в точке 0z . Окончательно получается 
следующее выражение для предела:  

0
1 2lim Ψ

z z
L L

→
= + =  

 0 0
Ξ Ξ

2Ξ1 0 1 2 0
2 0 02 2

(2 ) 2Ξ 2
2 ' .

(2 ) (2 )

v z v zs e k z e k k z
k B e B e

s s

τ − τ
− ττ +

= −
τ τ

  (68) 

Таким образом, сумма сингулярных в точках ветвления решений, 
относящихся к разным ветвям, образует новое решение, не имеющее 
особенностей в точках ветвления. На рис. 3, 4 представлены вещественная и 
мнимая части решения (66). 

Заключение 

Развитый в данной работе метод дает возможность строить 
расширенный класс решений задачи о распространении излучения  
в неоднородной линейной среде с квадратичным по поперечным координатам 
показателем преломления.  
 

 

Рис. 3. Вещественная часть решения (66) ( )0 1 2( ) 1,Ξ 0,3, 1, 1, 5B J k k k= = = − = − =  
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Рис. 3. Окончание 
 

  

 

Рис. 4. Мнимая часть решения (66) ( )0 1 2( ) 1,Ξ 0,3, 1, 1, 5B J k k k= = = − = − =  

 
Показано, что «классические» решения являются частным случаем 

общего класса решений. Топологически различные варианты решений 
определяются в уравнении (22) функцией 1 2( , )H I I , связанной с начальными 

условиями. Все полученные решения переносятся на случай уравнений 
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Шредингера квантовой теории с аналогичными по структуре потенциалами. 
Также полученные результаты являются дополнением к общему выводу о 
существовании классов многозначных решений уравнений математической 
физики гиперболического и эллиптического типа [1, 2]. 
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